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پس از تألیف این کتاب و عرضه آن به شما معلمان گرامی و دانش آموزان عزیز، کماکان در کنار شما   

هستیم و شما می توانید کاستی ها و نقایصی که در کتاب موجود است را با مؤلفین کتاب در میان 

بگذارید و ما را در جهت بهبود کیفیت کتاب یاری کنید. 

عطیه پوردرخشان ـ نیلوفر حاجیلو



اندیشه در آفرینش هستی و نگاه به زندگی موجودات کوچک و بزرگ برای انسان درس های بزرگی به همراه دارد، باید 

تلاش کنیم با یادآوری این نعمت ها مسیر اندیشیدن،  راه و روش درست زندگی کردن و سعادتمند شدن و استفاده 

درست از موهبت های الهی را بیاموزیم. خیلی مهم است که همیشه رویکردی مثبت به زندگی داشته باشیم، موانعی 

در زندگی وجود دارد که برای عبور از این موانع نباید دست از تلاش برداریم و نا امید شویم بلکه باید به دنبال راه های 

جایگزین برای رسیدن به اهدافمان باشیم. 

یادگیری حل مسئله از مهم ترین موضوعاتی است که نظام آموزشی در کتاب های درسی جدید توجه ویژه ای به آن 

داشته است. اما چرا حل مسئله مهم است؟ وقتی صحبت از حل مسئله می کنیم لزوماً قرار نیست دربارۀ ریاضیات 

صحبت کنیم، ما در زندگی روزانۀ خود با مسائل متفاوتی مواجه می شویم که باید یاد بگیریم چگونه با آن ها برخورد 

کنیم و از همه مهم تر بیاموزیم با تکیه بر تحلیل های همه جانبه از عهده حل آن ها برآییم. این هدفی است که ما برای 

آن برنامه داریم و قصدمان این است که با تألیف کتاب هایی مبتنی بر محتوای کتاب های درسی جدید در کنار شما 

باشیم. کتاب های جدید انتشارات گاج تحت عنوان آموزش ساده یا به اختصار    قرار است از دریچۀ تازه تری به 

رشد و ارتقای سطح علمی و همچنین فهم عمیق مفاهیم مختلف به شما کمک کند. 

هدف ما در کتاب های آس تنها این نیست که به صورت کلیشه ای سؤال ها و مثال هایی را در صفحه های مختلف 

همراه نکته های فراوان جا دهیم و در واقع با این کار به بمباران ذهن شما بپردازیم. آس می خواهد علم را به زبان 

ساده تر و صمیمی تری به نسلی که آینده برای آن هاست انتقال دهد. کسب مهارت های لازم برای حل مسئله از دیگر 

اولویت های  مهم کتاب آس است که برای تحقق این هدف در بخش های مختلف آموزشی، سؤال ها و تست هایی از 

ساده به دشوار برای شما دانش آموزان عزیز فراهم شده است. برای خواندن آس این احساس را درخودتان به وجود 

بیاورید که قصد خواندن یک کتاب داستان را دارید، سطر به سطر را با حوصله بخوانید و از آن لذت ببرید. تمام 

تلاش خود را برای ارائه کتابی متفاوت و بی نقص به کار برده ایم اما علاقمند هستیم که شما نیز در این شیوه آموزشی 

با ما مشارکت داشته باشید، بنابراین ما را از نظرات و ایده هایتان بی نصیب نگذارید. منتظر انتقادات و پیشنهادات و 

راه حل های خلاقانه شما هستیم. 

به نام آنکه هستی نام از او یافت ...



عطیه پوردرخشان، نیلوفر حاجیلو

مقدمـــه مؤلفــان

 ویژگی های بارز کتاب

در تألیف کتاب های درسی جدید، با مواردی روبه رو هستیم که شاید بتوان به جرأت گفت تا پیش از این، در کتاب های قدیمی تر با آن ها مواجه 

نبودیم. از جمله این موارد، کاربردی بودن مطالب و بیان مفهومی آن ها است که شخصاً در این مورد از مؤلفین محترم کتب درسی، حمایت 

می کنم. اما این مسئله، وظیفه سنگینی را بر دوش ما قرار می دهد تا بتوانیم در قالب کتاب درسی و هم راستا با اهداف در نظر گرفته شده، 

کتاب کمک درسی گردآوری کنیم تا با بیانی ساده، به انتقال هر چه بیشتر و بهتر مطالب، کمک کند. این در حالی است که بسیاری از کتاب های 

کمک درسی، هم چنان با روش قدیمی و به اصطلاح مکتب خانه ای و برخلاف اهداف آموزش مفهومی کتب جدیدالتألیف، به بیان رگباری نکات، 

تست ها و سؤالات تکراری می پردازند و ذهن خواننده را تیر باران می کنند! بنابراین نسل جدیدی از کتاب های کمک درسی، منطبق بر آخرین 

تغییرات کتب درسی و رعایت اصول و چارچوب های مدنظر این کتب را خدمت شما عزیزان معرفی می کنیم: واضح است که این کتاب ها، در 

واحد انتشارات بین المللی گاج »آس« نامیده شده که این خود مخفف »آموزش ساده« است.در سری کتاب های آس، سعی بر این است تا 

ضمن مطالعه مطالب درسی، بتوانید با کشف کاربرد مطالب در زندگی روزمره، لذت یادگیری واقعی و تفکر خلاق را بچشید. کتاب پیش روی 

شما، کتاب آموزش ساده »ریاضی و آمار 3« نیز از این قاعده مستثنی نیست و مانند کتاب درسی ریاضی و آمار 3 رشته انسانی، دارای 3 فصل 

است که در هر فصل، به بیان دروس مربوطه پرداخته است. اما چگونه؟

در ادامه به توضیح ساختار کتاب برای راهنمایی نحوه استفاده از آن می پردازیم. 

 شیوه بهره مندی و استفاده مفید از این کتاب

بمباران  و  است  اطلاعات  عصر  حاضر،  عصر 

اطلاعات و چالش های موجود، به رشد هوش و 

خلاقیت دانش آموزان از یک سو و به افزایش تنوع 

طلبی بصری از سوی دیگر دامن زده است. و از 

آن جایی که سلیقه مخاطب بسیار اهمیت دارد، 

سعی کرده ایم در این کتاب از بخش های خلاق 

و جذابی برای تفکیک مطالب به کمک گرافیک 

از  یکی  گفت  می توان  بنابراین  کنیم.  استفاده 

ویژگی های به خصوص کتاب های آس، 

گرافیکی  ـ  موضوعی  بخش های  از  بهره گیری 

متنوع است. از جمله: »ماجرا چیه؟ ـ فکر کن تا 

کشف کنی ـ درسنامه ـ سؤال ـ مثال های آموزشی 

ـ گزینه چند؟ ـ  ـ کافه سؤال  ریاضی  روزنامه  ـ 

جمع بندی کنکوری ـ ایستگاه کنکور و بسیاری 

موارد دیگر که ماهیت کلی و کاربرد هر کدام با ورق 

زدن کتاب و مطالعه آن ها، قابل تحصیل هستند. 

اما درباره برخی از اصلی ترین موارد، توضیحاتی 

ارائه می دهیم:

ماجرا چیـــه؟

در ابتدای هر فصل، بخشی به عنوان »ماجرا چیه؟« 

قرار گرفته شده که به نوعی چشم انداز فصل پیش 

روی شما خواهد بود. در این بخش با بیان یک 

داستان، نوعی احساس نیاز به یادگیری مطالب 

را در ذهن شما ایجاد می کند و فضا را برای درک 

مطالب آماده می کند.

فکر کن تا کشف کنـی

در این بخش با مطرح کردن یک مسئله چالشی، 

هدفمند و در عین حال ساده، سعی کرده ایم کمی 

 سخن اوّل

سلام. دوازدهمی عزیز، ای کسی که تمام کتاب های تازه 

انقلاب  مقدم  خط  در  و  می شود  آزموده  تو  روی  تألیف 

کتاب های درسی، استوار و مقتدر، به پیش می روی! در این 

سال حتماً حتماً لازمه روش مطالعه ات رو تغییر بدی چون 

قراره در آزمون کنکور شرکت کنی و موفقیت بیشتری کسب 

کنی. مطمئن باش در این نبرد تنها نیستی و همیشه پشت 

تو خواهیم بود، مثل همیشه ... قبل از هر کاری کافیه چند 

تا سؤال جدی از خودتون بپرسید و پاش وایسید تا راز موفقیت را در جواب هایی 

که به خودتون می دید کشف کنید: »چرا باید درس بخونیم؟ و این همه دانش ها و 

آموخته هامون، کی و کجا قراره به دردمون بخوره؟« خصوصاً سؤال همیشگی تون: 

ما هر  نظر  به  به چه دردی می خوره؟!« چون  بالاخره  این سختی  به  »ریاضیات 

دانش آموزی که بتونه جواب های منطقی برای این سؤالات پیدا کنه، دیگه درس 

خوندن براش سخت نیست!



هرگونه پیشنهاد و انتقاد و همچنین مشاوره درسی و سؤالات علمی خود را با مؤلفان این کتاب در میان بگذارید، 

برای این منظور می توانید همه روزه از ساعت  16 تا 18 با تلفن ثابت 64344360-021 تماس گرفته و یا با ارسال 

ایمیل به آدرس Acebook@gaj.ir با مؤلفین این کتاب ارتباط برقرار کنید. 

ذهن را درگیر مسائل مربوطه کرده و زمینه را برای 

یادگیری مطالب موجود، فراهم کنیم. ممکن است 

سؤالات به گونه ای باشند که با کمی تفکر و به کمک 

دانسته های قبلی، قابل حل باشند و ممکن است 

برخی به گونه ای باشند که با ورود به فصل، مطالعه 

و تسلط بر مفاهیم مطرح شده، بازگشته و قله این 

مسائل را فتح کنند.

درسنامــــه

و اما بخش مهم و حساس درسنامه ... برای نگارش 

درسنامه، نکات بسیاری مدنظر گرفته شده که مهم ترین 

آن ها، توجه به محتوا و در نظر گرفتن اهداف کتاب 

درسی یعنی همان کاربردی و مفهومی بودن است. اما 

این تمام ماجرا نیست!

که  یا یک ماجرا  بیان یک داستان  با  هر درسنامه 

ممکن است هر کدام از آن ها در زندگی روزمره هم 

رخ دهند، آغاز می شود. مفاهیم درس همگی در خلال 

این داستان ها یا ماجراها بیان می شود و مطالب 

دنبال  ماجراجویانه  و  ساده، خلاقانه  کاملاً  بنیادین 

می شود و همین مسئله باعث می شود اولاً خواننده 

نیاز موضوعات درسی مطرح شده را احساس کند 

ثانیاً گام به گام و کاملاً مفهومی آن ها را فرا بگیرد. 

هم چنین تصویر ذهنی که توسط این داستان ها در 

ذهن او ایجاد می شود، همواره به یادآوری مطالب به 

او کمک می کند.

در خلال این داستان ها تنها به پیکره بندی موضوعات 

درسی پرداخته شده و این درسنامه ها خالی از هرگونه 

نکته اضافه ای هستند تا مانع هرگونه سردرگمی و 

پیچیدگی شود. در واقع این وظیفه سنگین و خطیر بر 

عهده قسمت بعدی گذاشته شده است.

مثال های آموزشی

این بخش اگر از درسنامه مهم تر نباشد، کم اهمیت تر 

هم نیست. در واقع مثال های آموزشی، بخش تکمیلی 

درسنامه ها هستند که توصیه می شود پس از تسلط 

بر مفاهیم مطرح شده در درسنامه ها، به آن بپردازید. 

در بخش مثال های آموزشی، سؤالات به گونه ای مرتب 

شده اند که روال منطقی آموزش در آن ها رعایت شود. 

این بخش دقیقاً خلاف سایر کتاب های کمک آموزشی 

طراحی شده است! در کتاب های کمک آموزشی دیگر، 

ابتدا نکات را مسلسل وار بیان می کنندو بعد از ایجاد 

خستگی ذهنی، مثال ها و تمرین ها را بیان و حل 

می کنند. اما در این بخش، ابتدا مثال ها مطرح می شود 

تا ذهن را آماده پذیرش نکته کند و سپس با بیان 

حل مثال و در خلال توضیحات آمده، نکته موردنظر 

مطرح می شود و به این ترتیب نکات را طبقه بندی و 

مرتب شده آموزش می دهد. البته شوخی های مطرح 

شده در خلال درسنامه و حل مثال ها نیز خستگی های 

ناشی از مطالعه را به حداقل ممکن می رساند.

روزنامه ریاضی

بخشی با عنوان »روزنامه ریاضی« در این کتاب آمده 

است که مطالب کاربردی و مرتبط با درس در آن ها 

لطف  از  خالی  آن ها  دانستن  که  است  آورده شده 

نیست. البته در برخی موارد، قسمت های جدا مانده 

کتاب درسی گذشته مطرح شده است که حتی تا 

پیش از این از مطالب آن ها، سؤالات کنکوری هم 

مطرح می شدند. متن برخی از این مجلات به گونه ای 

تنظیم شده اند که دانش آموز بتواند از آن ها به عنوان 

یک پروژه تحقیقی هم استفاده کند. 

کافه سؤال ـ گزینه چند

در بخش »کافه سؤال« و »گزینه چند« سعی کرده ایم 

انواع تیپ های سؤالات و مسائل را در سطح استاندارد 

کتاب درسی بیان کنیم و در عین حال سعی کرده ایم 

از تکرار بپرهیزیم. تا بدین ترتیب بتوانید به راحتی برای 

آزمون های مدرسه و کنکور، خود را آماده کنید. این 

سؤالات همگی دارای پاسخ های تشریحی هستند و 

در پاسخگویی به سؤالات سعی کرده ایم بیان ساده را 

فراموش نکنیم. امّا توجه کنید ممکن است راه حل های 

متنوع دیگری هم برای پاسخگویی به سؤالات موجود 

باشند. توجه کنید مهم ترین بخش برای موفقیت در 

ریاضیات کسب مهارت و تجربه است و این تجربه 

جز با حل تمرین و مسئله کسب نمی شود. این بخش 

تبدیل  ریاضیات  در  باتجربه  انسان  یک  به  را  شما 

خواهد کرد. 

ایستگاه کنکور ـ جمع بندی کنکوری

از آن جایی که شما دوازدهمی هستید و رویداد بزرگی 

به نام کنکور را پیش روی خود دارید، سعی کرده ایم 

بتوانیم نیاز شما را در این کتاب پاسخگو باشیم. البته 

در بیان درسنامه ها و مثال های آموزشی، تمام نکات 

موردنیاز یک کنکوری مطرح شده است امّا با تمام این 

توضیحات، بخشی با عنوان جمع بندی کنکوری قرار 

گرفته است که به شما این امکان را می دهد تمام نکات 

مطرح شده در درس را یک جا مشاهده و مطالعه کنید 

و بعد از آن سؤالات کنکورهای سراسری داخل و خارج 

از کشور گروه آزمایشی علوم انسانی، به همراه پاسخ 

کاملاً ساده و تشریحی مطرح شده است تا بتواند شما 

را به حد اعلایی از آموزش برساند تا بتوانید به راحتی 

از پس حل سؤالات کنکوری هم برآیید. 

 

آن چه در طراحی پاسخ نامه ها بیشتر اهمیت داشته 

است، حل خلاقانه و بیان ساده مطالب بوده تا هر 

سؤال بتواند شما را ایده پرداز و خلاق پرورش دهد. 

قطعاً روش های مختلفی برای حل سؤالات وجود دارد 

که مطمئناً شما به آن ها خواهید رسید. امیدوارم ما را 

در جریان راه حل های پیشنهادی خود و یا اشتباهات 

است  ممکن  هم چنین  دهید.  قرار  کتاب  احتمالی 

آن ها  بیان  که  باشید  داشته  انتقادی  یا  پیشنهاد 

می تواند به هرچه بهتر شدن کتاب کمک کند و حتماً 

آن ها را در چاپ های بعدی لحاظ خواهیم کرد. 



فهرســـــت مطالـــب

09
فصـــل اول

آمــــار و احتــــمال

65
فصــــــل دوم

الگــوهــای خطـی

99
فصـــــل سوم

الگــوهــای غیرخطـی



آمار و احتمال
s t a t i s t i c s  a n d  P r o b a b i l i t yفصـــل اول

1
درس اول: شمارش

12 اصل�جمع�

12 اصل�ضرب�

14 فاکتوریل�

17 جایگشت�

19 ترتیب�

20 ترکیب�

22 کافه�سؤال�

23 گزینۀ�چند�

28 جمع�بندی�کنکوری�

29 ایستگاه�کنکور�

درس دوم: احتمال

33 مفاهیم�احتمال�

35 پیشامد�و�اعمال�روی�آن��

38 احتمال�

39 کافه�سؤال�

40 گزینۀ�چند��

45 جمع�بندی�کنکوری�

46 ایستگاه�کنکور�

درس سوم: چرخۀ آمار در حل مسائل

52 مفهوم�آمار�

54 شاخص�ها�

55 بررسی�دو�نمودار�

59 کافه�سؤال�

60 گزینۀ�چند��

63 جمع�بندی�کنکوری�

64 ایستگاه�کنکور�



1

10)3(

شاید بتوان گفت »شمارش« توسط بشر، ابتدا برای دانستن تعداد گوسفندانش بوده است که این کار 

بسیار خطیر را به شکل کاملاً ساده و ابتدایی، به کمک دستان خود انجام می داده. )البته گاهی اوقات 

انگشتان دست کم بوده و به ناچار انگشتان پا هم دخیل می شدند و وضعیتی بس ناجور پدید می آمد!(

با پیشرفت روزافزون دانش، او هر روز بیشتر از روز قبل به »شمارش« نیاز پیدا کرد و روش  سنتی )انگشت 

دست و پا!!( دیگر پاسخگوی نیازش نبود. بنابراین به مسئله جدیدی فکر کرد که »چگونه می توان بدون 

شمردن، شمرد؟« )چه جمله فلسفی سنگینی!( وی ابتدا مسائل را دسته بندی نمود و برای هر یک راه حلی 

ارائه داد، راه حل هایی که همگی به شیوه ای بدیع، طراحی و اجرا شده و بر هر یک نامی نهاد ... اصل 

جمع، اصل ضرب، جایگشت و ترکیب از جمله روش هایی است که به آن ها پی برده بود و تاکنون از آن ها 

بهره جسته است. یکی از زمینه هایی که اصول شمارش در آن کاربرد ویژه و وسیع پیدا کرده است، محاسبه احتمال وقوع پیشامدها است. 

تاریخچه دقیقی از زمان پیدایش احتمال به ذهنم نمی رسد ولی فکر کنم از ساخت اولین سکه تاکنون بشر می خواسته بداند می تواند 

حرکت سکه برای »پشت )خط(« یا »رو )شیر(« آمدن را پیش بینی کند یا خیر )استغفرالله، اصلاً فکر نکنین از اون بازیا در کار بوده!!( 

هم چنین مفهوم احتمال را برای کل جامعه مطرح کرد و برای به نتیجه رساندن سؤالات خود، به مسائلی از جمله جمع آوری داده، داده 

پرت، تحلیل داده ها و نتیجه گیری برخورد کرد )که در هر مرحله جد خود را به یاد آورده و به ایشان سلام و درود فراوان رسانده است.(

آنچه در این فصل به آن خواهیم پرداخت:

 1 بررسی اصول شمارش: 1- اصل جمع 2- اصل ضرب 3- جایگشت 4- ترتیب و ترکیب

 2 آشنایی با مفهوم احتمال و محاسبه احتمال با استفاده از روش های شمارش

 3 بررسی روش های دقیق مطالعه آماری )از جمع آوری داده گرفته تا تحلیل و نتیجه گیری(.
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اگر سبک ایستادن آن ها کنار هم مانند شکل زیر باشد، احتمال اینکه حضرات کنار هم قرار بگیرند طوری که مولانا کنار شمس باشد و 
نیما هم فارغ از روزهای ابری، کنار ثالث نشیند چه قدر است؟

 فرض کنید جمع خوبان شعر و ادب فارسی جمع است و قرار است تنی چند از افتخارات 
ادب پارسی، کنار هم ایستاده، عکسی از خود به یادگار بگذارند. در این جمع، نیمایوشیج، خواجه عبدالله 
انصاری معروف به پیرهرات، مولانا جلال الدین بلخی، شمس تبریزی، جناب لسان الغیب 
دل دل  شمس،  کنار  ماندن  و  بودن  برای  مولانا  دارند.  حضور  ثالث(  اخوان  )مهدی  ماث  و 
می کند و جناب نیما هم می خواهد کنار ماث، از نحوه پدری کردنش برای شعر نو بگوید. بنابراین 

ادبا برای نحوه ایستادن، شرایطی ایجاد می کنند.
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    اصل جمع 

فرض کنید در یک روز خوب و آفتابی به همراه خانواده خود به سفر رفته اید. مسیر بس طولانی و پرپیچ و خم است و شما 

به ناچار برای صرف وعده نهار متوقف می شوید. پس از بررسی های صورت گرفته توسط هِد فامیل )بزرگتر خانواده( متوجه 

دو رستوران می شوید. یکی رستوران قمرخانم با منوی غذاهای محلی »باقالی قاتوق«، »ترشی تره« و »مرغ ترش« و رستوران دیگر 

رستوران اصغر جوجه و برادران به جز برادر کوچیکه که در آن »جوجه کباب«، »چلوکباب«، »قیمه« و »قورمه سبزی« تهیه می شود. 

در واقع در رستوران قمرخانم 3 نوع غذا و در رستوران اصغر جوجه و برادران )با تأکید بر به جز برادر کوچیکه( 4 نوع غذا در منو وجود دارد. از 

 4 3 7+ = آنجایی که شما انسان هستید و تنها می توانید در یک زمان، در یک مکان مشخص حضور داشته باشید و غذا سفارش دهید، به طور کلی

نوع غذا را می توانید سفارش دهید.

در این مثال، با کمی دقت متوجه می شوید که »هم زمان« نمی توانید از هر دو رستوران غذایی سفارش دهید و انتخاب های شما به هم وابستگی 

ندارند. »یا« باید در رستوران اول باشید »یا« در رستوران دوم. تمام صحبت ما سر »زمان متفاوت انجام کارها« و وجود داشتن مفهوم »یا« در 

مسئله است. اگر این شرایط حاکم بودند، حالت ها را با هم جمع می کنیم. حال بیایید کمی مرتب و علمی و دقیق، اصل جمع را تعریف کنیم:

تعر یف اصل جمع: اگر عملی را به m روش و عمل دیگری را به n روش انجام دهیم طوری که این دو کار هم زمان رخ ندهند در این 

m) روش می توان کار اول »یا« کار دوم را انجام داد. n)+ صورت به

   اصل ضرب1 

اینجا رستوران قمرخانم با منوی غذاهای محلی »باقالی قاتوق«، »ترشی تره« و »مرغ ترش« است. فرض کنید قمرخانم »زیتون پرورده« و »سیر ترشی« 

را هم کنار غذا فراهم کرده است. هر یک از غذاها را می توان با هر یک از موارد ذکر شده سفارش داد. مثلاً می توان »باقالی قاتوق« را با »زیتون پرورده« 

سفارش داد. البته »سیر ترشی« هم دلبری های خودش را دارد ... یعنی برای »باقالی قاتوق«، دو انتخاب وجود دارد. همین انتخاب ها برای »ترشی تره« 

و »مرغ ترش« هم وجود دارند. یعنی برای هر غذا دو انتخاب داریم.

                                    

⇒ × =3 2 6

در اصل ضرب داستان از این قرار است: کاری که انجام می دهیم در دو مرحله انجام می گیرد و برای هر مرحله هم روش های مختلفی پیش رو داریم. 

در این مثال می خواهیم از گرسنگی نجات پیدا کنیم )!(

در راستای این هدف عالی در مرحله اول غذایی را سفارش می دهیم که در منو 3 گزینه وجود دارد و در مرحله بعد باید کنار غذا را سفارش 

3 انتخاب داریم. باز هم اگر بخواهیم کمی علمی تر صحبت کنیم تعریف زیر  2 6× = دهیم که برای آن هم دو انتخاب پیش روی ماست بنابراین

را خواهیم داشت:

تعر یف اصل ضرب: اگر عملی طی دو مرحله انجام پذیرد طوری که برای مرحله اول m روش و برای مرحله دوم n روش اجرا وجود داشته 

m حق انتخاب داشت. n× m روش انجام می پذیرد. به عبارت دیگر می توان n× باشد، در این صورت به طور کلی آن کار به

1.  نام دیگر اصل ضرب، اصل انتخاب است.

درس اول: شمارش
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مثال های آموزشی

در یک فرودگاه، برنامه پروازها به سمت مشهد مقدس به صورت زیر است:( 1

از 8 صبح تا 12، سه پرواز، از 13 تا 17، چهار پرواز، از 18 تا 23، چهار پرواز و از 24 تا 6 صبح سه پرواز

گر بخواهیم به سمت مشهد سفر کنیم، چند انتخاب پیش رو داریم؟ ا

گــر بخواهیــم بــه ســمت مشــهد ســفر کنیــم »یــا« بایــد در بــازه زمانــی 8 تــا 12 حرکــت کنیــم کــه در ایــن صــورت 3 انتخــاب داریــم؛ »یــا«  پـاسـخ  ا

در بــازه زمانــی 13 تــا 17 بــا 4 انتخــاب، »یــا« در بــازه زمانــی 18 تــا 23 بــا 4 انتخــاب و »یــا« در بــازه زمانــی 24 تــا 6 صبــح کــه در ایــن صــورت 3 انتخــاب 

ــای  ــه پ ــی از آن اســت ک ک ــی شــواهد حا ــان انجــام داد. تمام ــا را به طــور همزم ــدام از حالت ه ــوان هیچ ک ــن نمی ت ــود. هم چنی ــد ب ــا خواه ــش روی م پی

»اصــل جمــع« در میــان اســت. پیــش از ایــن مثــال، اصــل جمــع را بــرای دو حالــت مطــرح کردیــم. می تــوان اصــل جمــع را بــرای تعــداد حالت هــای 

بیشــتر هــم تعمیــم داد. بنابرایــن در ایــن مثــال داریــم:
3 4 4 3 14+ + + =  

  ) گر بلیط پیدا کردی واسه مشهد پس 14 انتخاب وجود دارد. )البته ا

m2 انتخاب، ... و در روش kام، :هتک  m1 انتخاب، در روش دوم  تعمیم اصل جمع: اگر کاری را بتوان به k روش انجام داد به طوری که در روش اول

mk انتخاب داشته باشیم )به طوری که هیچکدام از این کارها را نتوان به طور هم زمان انجام داد و در مفهوم مسئله برای هر کدام مفهوم »یا« 
m روش وجود دارد. mk1 ++ ++... تداعی شود( در این صورت برای کار مورد نظرمان

یک کامیون حاوی بسته های هلال احمر برای کمک به زلزله زدگان کرمانشاه در ( 2

گیلان آماده شده است. برای رسیدن این کامیون به کرمانشاه، باید از شهرهای 

گر راه های موجود برای عبور از هر شهر طبق  زنجان و سنندج هم عبور کرد. ا

تصویر مقابل باشد، به چند طریق می توان از گیلان به کرمانشاه رفت؟ 

پـاسـخ  به شکل داده شده دقت کنید: 

سفر ما از شهر گیلان به کرمانشاه طی سه مرحله انجام می شود. ابتدا باید از زنجان عبور کنیم که برای رسیدن به زنجان 2 راه وجود دارد. سپس از زنجان به سنندج 

می رسیم که چهار راه برای انتخاب وجود دارد و در پایان از سنندج به کرمانشاه با سه راه در نظر گرفته شده، به سفر خود پایان می دهیم. با کمی دقت در چند 

مرحله انجام شدن سفر و وجود چند حالت در هر مرحله می توان حضور »اصل ضرب« را حس کرد. پیش از این اصل ضرب را برای دو حالت بررسی کرده بودیم. 

می توان این اصل را به حالت های بیشتر هم تعمیم داد.

24 مسیر برای رسیدن از گیلان به کرمانشاه وجود دارد. 

2 4 3 24× × =  

m2 روش  :هتک  m1 روش، برای انجام مرحله دوم  تعمیم اصل ضرب: اگر انجام کاری به k مرحله تفکیک شود به طوری که برای انجام مرحله اول

m روش قابل اجرا است. m mk1 2×× ×× ××... mk روش وجود داشته باشد، در این صورت این کار به و ... و برای انجام مرحله kام،

می خواهیم از شهر A به شهر D سفر کنیم. به چند طریق می توانیم مسیر انتخاب کنیم؟( 3

پـاسـخ  برای رفتن از شهر A به شهر D، »یا« مستقیماً عمل می کنیم و 

مسیر AD را انتخاب می کنیم، »یا« از شهر B عبور کرده و به شهر D می رسیم 

و »یا« از شهر C می گذریم تا در نهایت به D برسیم.
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گانه بررسی می کنیم.   پس سه روش پیش رو داریم. امّا در هر روش، شرایط و مسیرهای دیگری هم وجود دارند. هر کدام را جدا

1 مسیر

  2 3 6× = ⇒ اصل ضرب:  6 مسیر 

  2 2 4× = ⇒ اصل ضرب:  4 مسیر 

 1 6 4 11+ + = حال باتوجه به چراغ چشمک زن »یا« در طول مسئله، طبق اصل جمع داریم:  

پس به طور کلی 11 مسیر وجود دارد.

 هنر استفاده از اصل جمع این است که مسئله را به حالت هایی تقسیم  کنیم که هر حالت، طبق روش هایی که در اختیار داریم، قابل شمارش  :هتک 

باشد، برای این منظور مسئله را به حالت هایی تقسیم می کنیم که او لًًً ً این حالت ها با هم نقطه اشتراکی نداشته باشند و ثانیاًً ً همه حالت های 

ممکن را پوشش دهند.

فاکتوریل

یادم میاد اول دبستان بودیم و معلم مهربان داشت ریاضی درس می داد. »علی سه سیب در یک ظرف و چهار سیب 

. اولین بار بود که علامت جمع رو دیدم  3 4 7+ = در ظرف دیگر دارد. علی چند سیب دارد؟« و بعد پای تخته نوشت:

قیافه اش برام یه کم جالب و عجیب بود. بزرگ تر شدیم و رفتیم کلاس سوم؛ این بار علی سه سیب داشت در سه ظرف 

3 تا اینکه معلم که نقش ناجی رو داشت وارد شد و گفت »یه علامت جدید داریم که  3 3 9+ + = مختلف. اول همه نوشتیم

. ولی کلی با شخصیت تر  ( )× ) فقط یه کم چرخیده بود و شده بود )+ به جای سه بار جمع کردن 3 با خودش می تونیم ازش استفاده کنیم« شاید

3 سیب داشت. اصلاً چی شد یاد خاطرات گذشته کردم؟! آها یادم افتاد ... یه  3 9× = شده بود و کلی کار عجیب برامون می کرد. این بار علی

.نماد جدید دیدم که قراره کلی کارمونو راحت کنه

5 4 3 2 1× × × × هر عدد طبیعی رو که دوست دارید تصور کنید. حال این عدد را در همه اعداد قبلی اش ضرب کنید تا برسید به 1. مثلاً برای 5 داریم:

نوشتن این حاصل ضرب شاید کمی طولانی به نظر برسد مخصوصاً اگر به جای 5، 50 یا حتی یک عدد بزرگتر باشد. برای همین یک نماد جدید 

طراحی شده به نام »فاکتوریل«، ایشون از خوبای ریاضی هستند و علامت انحصاری هم دارند. آرم تجاری ایشون »!« می باشد. بنابراین:

 5 5 4 3 2 1!= × × × ×  

البته ما دوست داریم یک تعریف دقیق و علمی برای اصول و نمادهایمان داشته باشیم. بنابراین سعی می کنیم فاکتوریل را هم به طور دقیق تعریف کنیم.

 n! n (n )= × − × × ×1 2 1 ) بنابراین:  { , , , ,...})n∈ 1 2 3 4 تعر یف  فاکتوریل: فرض کنید n یک عدد طبیعی باشد

0 1! == قرارداد: درست است که 0 یک عدد طبیعی نیست اما به طور کاملاً قراردادی داریم:
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مثال های آموزشی

کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟( 1

 813
! و(   ( )82 ه (!   ( )!2 د(   ( )32 ج(!  ( )!−−3 ب( الف(!8  

پـاسـخ  

!8 درست است. الف( چون 8 یک عدد طبیعی است پس 

3− یک عدد صحیح است( ) بی معنی و نادرست است. ) )!−3 3− یک عدد طبیعی نیست پس ب(

) نادرست است. )32 32 یک عدد طبیعی نیست بلکه یک عدد گویا است. پس! ج(

2 بی معنی است. 2 یک عدد گنگ است پس! د(

) معنی دار و درست است. )82 !4 است. 4 یک عدد طبیعی است. پس به طور کلی! ) در واقع )82 ه( توجه کنید!

813 عددی گویا و به صورت زیر است:
! 813 معنی دار است. چون 8 عددی طبیعی است پس!8 تعریف می شود. لذا

! و(

 813
8 7 3 2 1

13
! ...= × × × × ×

 

14 را به حاصل ضرب تبدیل کنید.  ( 2 13! !++  عبارت

پـاسـخ  برای تبدیل جمع به ضرب در این عبارت به شیوۀ زیر عمل می کنیم:

 14 14 13 2 1 14 13
13

! ... !
!

= × × × × = ×
� �� ��

 

 14 13 14 13 13 13 14 1 15 13! ! ! ! !( ) !+ = × + = + = ×  

کتورگیری از عامل مشترک!13 خیلی راحت ما را به جواب رساند. توجه کنید در این مثال، فا

85 را ساده کنید.  ( 3
!
!

عبارت

8
5

8 7 6 5
5 8 7 6 336

1

1

!
!

!
!

= × × × = × × = پـاسـخ   

توجه داشته باشید چه در صورت و چه در مخرج کسر، می توان!5 را به شکل گسترده نوشت. امّا لزومی ندارد زیرا کاری بی فایده است و ما هم وقت و اعصاب نداریم!!

12 را ساده کنید.  ( 4 10
11
! !

!
++ عبارت

گر در صورت یا مخرج کسر، یا هر دو، دو یا چند عبارت داشته باشیم که با هم جمع شده اند نمی توانیم کسر را  پـاسـخ  ابتدا لازم است یادآوری کنم که ا

کتورگیری، اتحاد و یا هر روش شناخته شده یا شناخته نشده ای )!( عبارت های صورت و مخرج کسر را به  ساده کنیم. برای ساده کردن ابتدا باید با عملیات فا

حاصل ضرب تبدیل کرده و سپس ادامه مراحل را طی کنیم.
 12 10 12 11 10 10 10 12 11 1 10 133! ! ! ! !( ) !+ = × × + = × + = ×  

 12 10
11

10 133
11 10

133
11

1

1

! !
!

!
!

+ = ×
×

=  

5 ) 25 24 23 8 7×× ×× ×× ×× ××... حاصل عبارت مقابل را به کمک نماد فاکتوریل به صورتی ساده بازنویسی کنید. 

!6 ضرب و تقسیم کنیم، هیچ اتفاق عجیبی در نتیجه نهایی رخ نمی دهد و حاصل تغییر نمی کند. )می توانید امتحان کنید!!( امّا  گر عبارت بالا را در پـاسـخ  ا
کمک بزرگی برای ساده نویسی می کند.

 25 24 8 7 6
6

25
6

× × × × × = !
!

!
!  

به این ترتیب به راحتی به نتیجه دلخواه می رسیم.
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) استفاده کرد؟( 6 )ab ab از عبارت!
!
! آیا می توان به جای

53 یک عبارت بامعنی 
!
! پـاسـخ  هیچ گاه نمی توان از این تکنیک ها استفاده کرد مثال های بسیاری وجود دارند که نادرستی این کار را ثابت می کنند. مثلاً

) وجود خارجی ندارد. )53 ! است اما

حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.( 7

4 )الف 3! !×× ) )ب  )!42 4 )ج  3×× ! ) )د  )!4 3×× ) )ه   !)4 2  

4 )الف  3 4 3 2 1 3 2 1 144! !× = × × × × × × = پـاسـخ   

) )ب  )! !4 162 =  

4 )ج 3 4 3 2 1 24× = × × × =!  

) )د  )! ! ...4 3 12 12 11 2 1× = = × × × ×  

) )ه   !) ( )4 4 3 2 1 242 2 2= × × × =  

n دو عدد طبیعی باشند:  :هتک  و m اگر

1( (mn)! ! !≠≠  m n                                                 2( (m!) (m )!2 2≠≠                                                  3( m(n!) (mn)!≠≠  

به عبارت دیگر در موارد فوق تساوی همیشه برقرار نیست.
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جایگشت

فرض کنید می خواهیم رمز یک گاوصندوق را پیدا کنیم. )فکر بد نکنید. این مثال صرفاً جنبه آموزشی دارد!( این رمز یک کد چهار 

رقمی است که هر رقم آن می تواند یکی از ارقام صفر تا 9 باشد. در دفترچه راهنمای این گاوصندوق آمده است صفر در هر جایگاه 

کد می تواند قرار گیرد. به نظر شما چند کد چهار رقمی را باید امتحان کنیم تا کد اصلی پیدا شود؟ در جواب به این سؤال باید گفت: 

اگر خوش شانس باشیم، با اولین کدی که امتحان می کنیم در گاوصندوق باز می شود. امّا ممکن است شانس با ما یار نباشد و مجبور 

باشیم همه کدها را یکی یکی امتحان کنیم. به نظر کار ساده ای می آید...! )بیایید حساب کنیم در کل چند کد می توان ساخت.( کد مورد قبول 

ما یک کد چهار رقمی است. پس در کل چهار جایگاه داریم:

از طرفی از صفر تا 9، 10 رقم وجود دارد. چون در دفترچه راهنما آمده است صفر می تواند در هر جایگاه قرار گیرد پس برای هر جایگاه 10 
10 کد می توان ساخت. )یا خود خدا! فرض کنید یکی یکی این کدها را امتحان می کردیم.(  10 10 10 104× × × = انتخاب داریم. طبق اصل ضرب
اگر وارد کردن کد، تأیید کردن و مشاهده خطا برای هر کد 30 ثانیه طول بکشد، حساب کنید چند روز وقت شما را می گیرد تا همه کدها 

.را امتحان کنید
حال بیایید فرض کنیم داخل دفترچه راهنما گفته شده باشد کد چهار رقمی نباید ارقام تکراری داشته باشد. برای مثال کد 5501 قابل قبول نیست. 

به نظر شما چند کد با این شرایط می توان ساخت؟
چهار جایگاه و 10 رقم داریم:   

برای جایگاه اول هر 10 رقم می توانند قرار بگیرند. پس 10 انتخاب داریم. کد نباید رقم تکراری داشته باشد. بنابراین برای یافتن سایر ارقام به 

به صورت زیر عمل می کنیم: در جایگاه اول هر عددی از این ارقام انتخاب شده را می توانیم قرار دهیم، اگر آن را از چک لیستمان حذف کنیم در نهایت 

9 رقم باقی می ماند. بنابراین جایگاه دوم، 9 انتخاب دارد به همین ترتیب جایگاه سوم، 8 انتخاب و جایگاه چهارم، 7 انتخاب پیش رو خواهند داشت. پس 

 10 9 8 7 5040× × × = داریم: 

همانطور که در مثال ها مشاهده کردید، می خواهیم نوعی »چیدمان« برای اعداد بسازیم. البته تنها به »صف« کردن ارقام مدنظر ما نیست و صابون این کار 

به تن حروف، کلمات، اشخاص حقیقی و حقوقی و هر آنچه در جهان مادی وجود دارد هم می خورد! باز هم جای خالی یک تعریفِ دقیق حس می شود.

تعر یف  جایگشت: اگر n شی متمایز داشته باشیم، به هر حالت چیدن آن ها کنار هم، یک جایگشت از آن n شی می گوییم. در واقع 

دوست داریم به این سؤالات پاسخ دهیم که چگونه و به چند روش می توان n شی متمایز را در یک ردیف کنار هم قرار داد؟ به عبارت دیگر، 

چند جایگشت از n شی متمایز وجود دارد؟
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مثال های آموزشی

با ارقام 1، 4 و 7 چند عدد چهار رقمی زوج می توان ساخت؟( 1

پـاسـخ  بــرای آنکــه عــدد زوج بســازیم بایــد یــکان را از اعــداد زوج انتخــاب کنیــم. در ایــن مثــال تنهــا عــدد زوج 4 اســت. پــس بــرای جایــگاه یــکان 
تنهــا یــک انتخــاب داریــم. ولــی در ســایر جایگاه هــا، هــر ســه عــدد می تواننــد انتخــاب شــوند. بنابرایــن داریــم:

3 3 3 1 27× × × =  

 با ارقام 3، 5 و 9 چند عدد سه رقمی بدون تکرار می توان ساخت؟( 2

پـاسـخ  عدد سه رقمی است پس سه جایگاه داریم. هر یک از این سه رقم را می توان در جایگاه اول قرار داد. برای جایگاه دوم باید کاری کنیم که رقم تکراری 

نداشته باشیم. بنابراین یک رقم را از لیست حذف می کنیم. )در واقع رقم حذف شده رقمی است که در جایگاه اول قرار گرفته است( و با دو رقم باقی مانده ادامه 

می دهیم! همین کار را برای جایگاه سوم هم تکرار می کنیم. پس داریم:
3 2 1 6× × =  

کثر 2 رقمی باشد؟ ( 3 با ارقام 3، 5 و 7 چند عدد می توان نوشت که حدا

:کثر دو رقمی است. فیلسوفان عزیز ترجمه بفرمایید پـاسـخ  عددی که قرار است بسازیم حدا
این جمله به این معنی است که عدد موردنظر »یا« دو رقمی است و »یا« یک رقمی! برای آنکه عدد یک رقمی باشد 3 انتخاب داریم و برای آنکه عدد دو رقمی 

9 عدد می توان ساخت. 3 12+ = کثر 3 انتخاب داریم. از آنجایی که »اصل جمع« چشمک می زند، حدا 3 9× = بسازیم،

در چند جایگشت از حروف کلمه »شهریار«، عبارت »یار« وجود دارد؟( 4

گر بخواهیم  پـاسـخ  قبل از شروع به حل، ابتدا تکلیف حالت هایمان را مشخص می کنیم. در این مثال گفته شده عبارت »یار« در چند جایگشت وجود دارد. ا
کمی این جمله را ترجمه کنیم، منظور این است که »یار« تماماً یک حالت در نظر گرفته شود و خود حروف »ی« و »الف« و »ر« نباید تغییری داشته باشند. پس 
}ش، ه  ، ر، یار{ تعداد حالت های موردنظر ما تماماً در مجموعه مقابل قرار دارد: 

باز هم با کمی دقت در متن سؤال در می یابیم که همه جایگشت ها را از ما می خواهد؛ بنابراین 4 حالت داریم )با توجه به مجموعه ای که نوشتیم( پس در نهایت 
 4 3 2 1 4× × × = ! 4 جایگاه خواهیم داشت. سپس جایگاه ها را مانند مثال های قبلی پر می کنیم. 

!n. :هتک  شی متمایز برابر است با n تایی متمایز از n 1( تعداد کل جایگشت های
2( هر مثال یا مسئله دارای شرایط خاصی است که باید همۀ شرایط را در نظر بگیریم. ممکن است برای یک جایگاه، حالت خاصی و یا برای هر 
یک از حالت شرایطی در نظر گرفته شده باشد. مثلًا برای زوج بودن عدد، در جایگاه یکان و برای وجود داشتن کلمه »یار« در عبارات ساخته شده، 

شرایطی وجود دارد. در نظر داشته باشید ابتدا به سراغ شرایط جدید و خاص حالت ها و جایگاه ها می رویم و سپس بقیه جایگاه ها را پر می کنیم.

سه فیلسوف و چهار عارف به چند طریق کنار هم قرار گیرند به طوری که، هیچ دو فیلسوف و هیچ دو عارفی کنار هم نباشند؟ ( 5

پـاسـخ  سه فیلسوف و چهار عارف داریم. پس به طور کلی هفت جایگاه وجود دارد. از طرفی نباید هیچ دو فیلسوف و هیچ دو عارفی کنار هم باشند پس باید 
به صورت یکی در میان کنار هم قرار بگیرند درنتیجه نحوه چیدمان آن ها به صورت زیر خواهد بود:

عارف    فیلسوف    عارف    فیلسوف    عارف    فیلسوف    عارف  

گر در جایگاه اول فیلسوف قرار بگیرد، در این صورت دو عارف کنار هم قرار می گیرند و شرط مسئله اجرا نمی شود. دقت کنید ا
از طرفی برای عارف جایگاه اول 4 انتخاب، جایگاه سوم 3 انتخاب، جایگاه پنجم 2 انتخاب و جایگاه هفتم 1 انتخاب وجود دارد )چون عارف نمی تواند در یک زمان 

در دو مکان باشد، پس از لیست حذف می شود، پس تعداد آن ها یکی یکی کم می شود ...(
برای فیلسوف هم، همین روند را داریم. حالا زیر هر جایگاه تعداد انتخاب های آن را قرار می دهیم.

عارف    فیلسوف    عارف    فیلسوف    عارف    فیلسوف    عارف
   4           3          3          2          2           1          1   

4 حالت داریم. 3 3 2 2 1 1× × × × × × بنابراین
 4 3 2 1 3 2 1 4 3× × × × × × = ×! ! با کمی مرتب کردن حالت های فوق داریم:  
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یک ریاضیدان، یک فیلسوف، یک وکیل و یک پزشک در یک مهمانی حاضر شدند. از همان ابتدا بین ریاضیدان و فیلسوف بحث در گرفت. می خواهیم ( 6

این چهار نفر را طوری کنار هم قرار دهیم که ریاضیدان و فیلسوف کنار هم قرار گیرند و به صحبت ادامه دهند. به چند طریق می توان این کار را انجام داد؟

پـاسـخ  می خواهیم ریاضیدان و فیلسوف کنار هم باشند. بنابراین برای آن ها یک جایگاه اختصاصی درست می کنیم و در مورد آن مجدد تصمیم گیری 

می کنیم. بنابراین سه جایگاه و سه حالت خواهیم داشت: }وکیل، پزشک، }فیلسوف و ریاضیدان{{.

تعداد جایگشت های موجود!3 خواهد بود. امّا ما یک جایگاه اختصاصی برای ریاضیدان و فیلسوف هم داشتیم. اینکه فیلسوف سمت چپ باشد یا سمت راست، 

3 جایگشت وجود دارد. 2! !× خودش!2 حالت ایجاد می کند، بنابراین طبق اصل ضرب به طور کلی

چند عدد سه رقمی غیرتکراری را بدون در نظر گرفتن صفر می توان نوشت؟( 7

پـاسـخ  عدد سه رقمی است پس سه جایگاه و 9 حالت داریم. از طرفی تکرار مجاز نیست، بنابراین تعداد اعداد سه رقمی غیرتکراری بدون صفر برابر است با:

 9 8 7× ×  

امّا بیایید کمی با جواب بازی کنیم:
 9 8 7 6

6
9
6

9
9 3× × × = =

−
!
!

!
!

!
( )!  

گر تعداد حالت ها r و تعداد اشیا متمایز n باشد، تعداد جایگشت های rتایی از n شی متمایز دارای فرمول و شخصیت خواهد بود. به نظر شما جالب نیست؟ ا

ترتیب، ترکیب

  ترتیب

 تاکنون در مثال هایی که بررسی کردیم، دسته مشخصی از اشیا را به ما می دادند و از ما می خواستند آن ها را 
»بچینیم«. در این مواقع از مفهوم »جایگشت« استفاده می کردیم. حال فرض کنید می خواهیم از بین تعدادی اشیاء 
مشخص، ابتدا تعدادی را انتخاب کرده و سپس کنار هم بچینیم. یعنی در این جا، »ترتیب« چیدمان برایمان اهمیت دارد. 

فکر کنم بیان یک مثال، بهتر بتواند حق مطلب را ادا کند!
فرض کنید در انتخابات شورای دانش آموزی، 9 نفر در یک مدرسه کاندیدا شده اند و قرار است 3 نفر انتخاب شوند و به ترتیب در جایگاه رئیس، 
معاون و دبیر شورا قرار گیرند. برای اینکه بدانیم این کار به چند روش قابل انجام است، یک راه استفاده از روش قدیمی یعنی نوشتن جایگاه های 

رئیس، معاون و دبیر و مشخص کردن تعداد انتخاب های هر کدام است که به صورت زیر نوشته می شود:

 
9 8 7 504× × =

رئیسمعاون دبیر  
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,P(n است. حتماً  r)504 روش برای انتخاب افراد موردنظر موجود است. حال یک روش جدید برای به دست آوردن نتیجه وجود دارد و آن

می پرسید: »این دیگه چه موجودیه!« در پاسخ به این سؤال باید بگوییم زمانی که بخواهیم یک دسته rتایی از n شی متمایز را انتخاب کنیم و کنار 

P(n استفاده می کنیم، که به صورت زیر به دست می آید: , r) هم بچینیم به گونه ای که جایگاه افراد با هم متفاوت باشد از نماد

 P n(n , r) !
(n r)!=

−
 

حال می توانیم مثال مطرح شده را متمدنانه تر و به روزتر حل کنیم! 3 نفر از 9 نفر قرار است انتخاب شوند و آن ها را در سه جایگاه متفاوت کنار 

n خواهد بود. داریم: r و9= = 3 هم بچینیم.
 P( , ) !

!
!

!9 3 9
6

9 8 7 6
6 9 8 7 504= = × × × = × × =  

از آنجایی که ما دوست داریم برای هر چیز یک تعریف علمی و دقیق ارائه کنیم، پس داریم:

تعر یف  ترتیب: عبارت است از تعداد انتخاب های r شی متمایز از n شی متمایز که جابه جایی و ترتیب در آن ها مهم است و آن را با نماد

P(n نشان می دهیم و از فرمول زیر محاسبه می کنیم: , r)

P n(n , r) !
(n r)!=

−
 

  ترکیب 

 در مثال های قبل »ترتیب قرارگیری اشیا«، »چیدمان اشیا« و »نحوه قرار گرفتن اشیا کنار هم« مهم بودند. مثل رمز گاوصندوق، قرارگیری 

اعضا کنار یکدیگر، ساخت اعداد و ... .

حال مسائلی را بررسی می کنیم که در آن ها ترتیب اهمیتی ندارد. بیایید با یک مثال شروع کنیم.

قرار است برای مدرسه، یک تیم پنج نفره المپیاد ادبی تشکیل دهیم. برای این کار از دانش آموزان توانمند و علاقه مند برای شرکت در این رویداد 

علمی مهم، خواسته شد، فرم معرفی خود را پر کنند. از میان فرم های پر شده، 5 نفر از پایه یازدهم و 4 نفر از پایه دهم واجد شرایط هستند )واجد 

شرایط المپیادم می دونین دیگه ... ادبیاتشون باید در حد لالیگا باشه...!( به نظر شما چند ترکیب پنج نفره از این اعضا می توانیم داشته باشیم؟

اگر کمی به عمق مسئله فکر کنیم، درمی یابیم که ترتیب انتخاب افراد، در کار انتخاب اثر ندارد. یعنی اگر قرار باشد شما هم جزء نفرات انتخابی 

باشید مهم نیست به عنوان نفر اول انتخاب شده اید یا به عنوان نفر دوم و ... بلکه صرفاً مهم است که شما المپیادی هستید )چه خفن!!( اگر مانند 

آنچه تاکنون محاسبه  کردیم عمل کنیم و تعداد جایگشت ها را پیدا کنیم، تعداد حالت هایی که شما به عنوان فرد اول، فرد دوم، ... و فرد پنجم 

انتخاب شده اید را نیز حساب کردیم در صورتی که به آن نیاز نداشتیم، پس باید به نحوی این بخش های تکراری را حذف کنیم. برای 5 نفر انتخاب 

شده، به طور کلی!5 جایگشت داریم. از طرفی 5 نفر در پایه یازدهم و 4 نفر در پایه دهم واجد شرایط هستند، پس به طور کلی 9 نفر واجد شرایطند.

جایگشت های 5تایی از 9 نفر =
−

=9
9 5

9
4

!
( )!

!
!  

حذف تکراری ها :
!
!
!

!
! !

!
!

9
4
5

9
4 5

9 8 7 6 5
5 4 3 2 1

9 7 2 126
2

1
3

1 1 1

=
×

= × × × ×
× × × ×

= × × =  

به این ترتیب اعضای تکراری )جایگشت ها( را حذف کردیم. تمام بحث سر »بی اهمیت بودن ترتیب« است. اگر ترتیب برای انتخاب اشیا اهمیت 

نداشته باشد، با مفهوم جدیدی به نام »ترکیب« مواجه هستیم. طبق معمول به دنبال یک تعریف دقیق و علمی هستیم.

تعر یف  ترکیب: عبارت است از تعداد انتخاب های r شی متمایز از n شی متمایز که جابه جایی و ترتیب در آن ها اهمیت نداشته باشد. 

r نمایش می دهیم و از فرمول زیر محاسبه می کنیم:
nC

n
r=_+آن را با نماد

 C n
r

n
rr

n = =
−

( ) !
!(n r)!
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مثال های آموزشی

تعداد زیرمجموعه های سه عضوی یک مجموعه 4 عضوی چندتا است؟( 1

ــا حــدودی مســیر مــا را مشــخص می کنــد و آن »زیرمجموعــه ســه  ــه ت ــه کلیــد واژه ای برخــورد می کنیــم ک ــا مطالعــه صــورت ســؤال ب پـاسـخ  ب

عضــوی از مجموعــه چهــار عضــوی« اســت کــه شــاید مــا را بــه ســمت حســاب کــردن جایگشــت 3 شــی از 4 شــی منحــرف کنــد. امّــا ســؤالی در ذهــن 

ــد؟ می دانیــم جابه جایــی اعضــا در مجموعه هــا، تفاوتــی ایجــاد نمی کنــد. بنابرایــن حســاب  ــا هــم تفــاوت دارن } ب , }2 1 } و , }1 2 ــا ایجــاد می شــود کــه آی

ــم: ــه ســراغ ترکیــب می روی ــس ب ــد. پ ــر را هــم حســاب می کن ــردن جایگشــت، تمــام حالت هــای مجموعه هــای براب ک

 ( )43 4
3 1

4
3

4 3
3 4= = = × =!

! !
!
!

!
!

 

 حاصل عبارت های زیر را حساب کنید. چه نتیجه ای می گیرید؟( 2
 ( ) ( )n n

n0 ,  

 ( )n n n
n0 0 0 1 1=

−
=

×
=!

!(n )!
!
! پـاسـخ   

 ( )nn n
n

n
n

=
−

= =!
!(n n)!

!
! !

1

1 1
0 1  

) :هتک  ) ( )n n
n0

1== ==  

)حاصل عبارت های زیر را حساب کنید. چه نتیجه ای می گیرید؟ ( 3 ) ( )n
r

n
n r, −−  

( ) ( )n
n r

n n
r

n
r−

=
− − −

=
−

=!
(n r)!(n (n r))!

!
(n r)! ! پـاسـخ   

) :هتک  ) ( )n
r

n
n r== −−  

فرض کنید می خواهیم از میان 5 مرد و 3 زن، یک تیم داوری 5 نفره متشکل از 3 مرد و 2 زن تشکیل دهیم. به چند طریق می توانیم این کار را انجام دهیم؟( 4

) انتخاب داریم. از طرفی برای انتخاب  )53 10= پـاسـخ  باید از میان 5 مرد، 3 نفر را انتخاب کنیم و ترتیب انتخاب آن ها برای ما اهمیت ندارد پس

) انتخاب خواهیم داشت. ) ( )3
2

5
3 3 10 30× = × = ) انتخاب پیش روی ماست. پس به طور کلی )32 3= زنان هم
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−− و جمله اول 5 است. جمله عمومی و 5 جمله اول دنباله را مشخص کنید. این دنباله  1
5  در یک دنباله حسابی، اختلاف مشترک

کاهشی است یا افزایشی؟

  

  

a است. اختلاف مشترک و جمله اول را به دست آورید. nn == −−7 جمله عمومی یک دنبالۀ حسابی3

  

  

−− −−1
2

1
4, , دنباله مقابل را در نظر بگیرید. جمله بیستم را مشخص کنید. 

  

  

450 برابر صفر است؟ 440, , جمله چندم دنباله حسابی...

  

  

2 است. اگر جمله دهم برابر 36 باشد، x را پیدا کنید. 2 2 2 4x x x, , , ...++ ++ جملات یک دنبالۀ حسابی به صورت

  

  

یک ورزشکار برای بالارفتن سطح آمادگی جسمانی خود باید 

اولین  برگردد.  مبدأ خود  به  و  بزند  به یک خط دست  بار  هر 

خط در مبدأ 5 متر و هر خط با خط قبلی خود، 2 متر فاصله 

گر به طور کلی 11 خط داشته باشیم، او چند  انتها ا دارند. در 

پیموده است؟ متر 
  

  

a1 را پیدا کنید. . اگر اختلاف مشترک 4 باشد، S S5 615== در یک دنبالۀ حسابی داریم:

  

  

مجموع 30 جمله سوم دنبالۀ حسابی با جمله اول 2 و اختلاف مشترک 5، چند است؟

  

  

n را پیدا کنید. 495 است. 2برابر با 5 8, , , ... n جملۀ اول دنباله مجموع

  

  

2−− چند برابر مجموع 10 جمله اول آن است؟ 2 6, , , ... مجموع 20 جمله اول دنباله

  

  

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
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11 در یک دنباله هندسی، حاصل ضرب جمله پنجم و هشتم، جمله دوازدهم را می سازد. جمله اول چند است؟-

3 )2   2 )1 

 3( 1   4( اطلاعات مسئله کافی نیست.

21 -2 2 1 3a a a−− == a1 چه قدر باشد تا جمله دهم و هفتم برابر شوند؟ در یک دنباله هندسی بین سه جمله اول رابطه مقابل را داریم.

a1  1( 3  2( 5  3( 1  4( هر مقدار

31 در یک دنباله هندسی، جمله پنجم برابر با 144 و جمله سوم 16 است. جمله هشتم کدام است؟-

 − ×16 35  )2    16 35×  )1 

16    4( گزینه های 1 و 2 36×  )3 

41 4 تشکیل یک دنباله هندسی افزایشی دهد؟- 36, ,x مقدار x چه قدر باشد تا

 1( 12-  2( 12  3( 16  4( گزینه های 1 و 2

51 6427 است؟- 12 برابر 8 16
3, , ,جمله چندم دنباله هندسی

 1( پنجم  2( ششم  3( چهارم  4( سوم

61 Sn جمله n ام کدام است؟-
n

== −−4 9 12( ) در یک دنباله هندسی،

 8 3× n  )4   4 3 1× −n  )3   8 3 1× −n  )2   4 3× n  )1 

2 مقدار جمله اول را به دست آورید.-71 62 5 6a a a== در یک دنباله هندسی داریم:

4 )4  3 )3  2 )2  5 )1 

9 برابر با 387 است؟-81 18 36, , ,−− مجموع چند جمله از دنباله هندسی

 1( 6 جمله  2( 7 جمله  3( 8 جمله  4( 9 جمله

91 . مجموع 10 جمله اول کدام است؟- an
n== ××4 1

2( ) در یک دنباله هندسی،

 4 1
2

8−( )  )2    ( )12 49 −  )1 

 2 1
2 19( )( ) −  )4    2 1

2 110( )( ) −  )3 

101 علی و محمد با هم قرار گذاشتند محمد روز اول ماه 10 هزار تومان، روز دوم 20 هزار تومان، روز سوم 30 هزار تومان و به همین ترتیب تا پایان ماه -

به علی پول بدهد و علی روز اول 10 هزار تومان، روز دوم 20 هزار تومان، روز سوم 40 هزار تومان و با همین روند تا پایان ماه به محمد پول بدهد. در 

این معامله کدام یک سود کرده اند؟

 1( علی   2( محمد

 3( هر کدام به یک اندازه سود کرده اند.  4( اطلاعات مسئله کافی نیست.
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پاسخ نامۀ تشریحی کافه سؤال درس 2

 1 
با کمی دقت متوجه می شویم دنباله داده شده، یک دنباله هندسی است. ابتدا تکلیف نسبت مشترک را مشخص می کنیم:

 r
a

a a rn
n n=

−
= −

=






⇒ = = × −− −

12
6 2

3
3 2

1
1

1 1( )  

 a a r9 1
8 8 83 2 3 2= × = × − = ×( ) مثبت است  

 a a r10 1
9 9 93 2 3 2= × = × − = − ×( ) منفی است  

 a a r11 1
10 10 103 2 3 2= × = × − = ×( ) مثبت است  

a10 عددی منفی است. بنابراین نه می توان گفت دنباله کاهشی و نه می توان گفت دنباله افزایشی  a11 اعدادی مثبت و a9 و همان طور که ملاحظه می شود،
است. این دنباله یک دنباله هندسی متناوب است.

 2 
 a a a a r r r r1 4 1 1

3 3 31
8

1
8

1
8 1 8 2= ⇒ = × × ⇒ × = ⇒ = ⇒ =  

 aa
a r

a r
r a a10

8
1

9

1
7

2
10 84 4=

×

×
= = ⇒ =  

جمله دهم چهار برابر جمله هشتم است.

 3 
ابتدا تکلیف نسبت مشترک را مشخص می کنیم:

 a a a r a r r r4 2 1
3
2

1
216 16 16 4= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±  

، دنباله کاهشی خواهد بود. در  r > گر1 a) پس ا )1 2= − a1 عددی منفی است با حل معادله درجه دوم و ریشه گیری، دو مقدار 4 و 4- به دست آمد. از طرفی
r جواب خواهد بود. = 4 نتیجه

 4 
 t1 5= ابتدا چند جمله از این دنباله بازگشتی را می نویسیم: 

 t2 3 5 15= × =  

 t3
23 15 3 5= × = ×  

 t4
2 33 3 5 3 5= × × = ×



 

با ادامه این روند، متوجه می شویم دنبالۀ داده شده دنبالۀ هندسی است پس جملۀ عمومی آن به صورت زیر است:

 tn n= × −5 3 1  

 5 
a4 در نتیجه داریم:

1
16= a3 و

1
8= در این دنباله،

 aa
a r

a r
r r4

3
1
3

1
2

1
16
1
8

1
2= ⇒ = ⇒ =  

0 پس این دنباله، یک دنباله کاهشی است. بنابراین a بزرگ ترین  1< <r . از طرفی a1 0> چون تمام جملات مشخص شده اولاً متوالی، ثانیاً مثبت هستند، پس
a) را حساب می کنیم: )1 جمله این دنباله خواهد بود. پس جمله اول

 a a r a a a3 1
2

1
2

1
1
8

1
2

1
8

1
8
1
4

1
2

1
2= = ⇒ × = ⇒ = = ⇒ =( )  
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پاسخ نامۀ تشریحی کافه سؤال درس 2

 1 
الف( فرجه هر دو عبارت یکسان است، پس می توانیم عبارت های زیر را درهم ضرب کنیم:

 7 4 3 7 4 3 7 4 3 7 4 3 49 4 3 49 16 3 49 48 16 6 6 26 6 6− × + = − + = − = − × = − =( )( ) ( ) ( )  

7 هر دو قابل تعریف هستند. 4 36 + 7 و 4 36 − البته توجه به این نکته بسیار اهمیت دارد که

، بنابراین داریم: 3 3
1
2= ب( برای حل این سؤال تنها به این نکته توجه می کنیم که

 ( ) (( ) ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 38
1
2 8

8
2 4 4= = = ×  

 = × = × = × × = × × =3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 34
1
2 4 4

4
2 4 2 2 4 2 7( )( ) ( ) ( )  

 2 

 a a
4
3

5
3> گر از دو طرف نامساوی جذر با فرجه 3 بگیریم، جهت نامساوی تغییر نمی کند، پس . ا a a4 5> 0 در این صورت 1< <a الف( به این نکته توجه داریم که

 a a5 6< ، هر کدام فرجه کمتری دارد، بزرگ تر است پس a5 a6 و ، از 0 1< <a ب( چون

 3 
الف( توجه داریم هر دو رادیکال که در صورت و مخرج قرار دارند، فرجه یکسان دارند. پس می توان هردو را زیر رادیکال، بر هم تقسیم کرد و چون فرجه زوج 

است، داشتن قدرمطلق از نان شب هم واجب تر است.
 x y

xy
x y
xy x y xy

5 54

4

5 5
4 4 44= = =| |  

ب( همانطور که ملاحظه می شود فرجه رادیکال ها یکسان نیست اما این دلیل خوبی برای کنار کشیدن ما از حل سؤال نیست! سعی می کنیم عبارات را با 
توان های گویا بنویسیم:

 2 2 6 4 2 2 2 6 4 2 2 2 6 4 23 6
1
3

1
6

1
3

2
6

2
6

1
6× + = × + × +

=
( ) ( ) ( ) ( )  

 = × + = × + = +( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 6 4 2 8 6 4 2 48 32 22
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6  

به نظر می رسد از این ساده تر نمی شود!

 4 
الف( هر دو عبارت زیر رادیکال، می توانند از رادیکال خارج شوند. امّا چون فرجه زوج است، به میدان مین قدرمطلق می رسیم!

 ( ) ( ) | | | |c c c c− − + = − − +1 1 1 144 44  
1 خواهد بود بنابراین در هر صورت مثبت است  2+ ≥c . واضح است که c − ≥1 ، پس0 c − ≥ − =1 1 1 0 . در چنین شرایطی c ≥ 1 از طرفی در مسئله گفته شده

 | | | c | c ( c) c cc − − + = − − + = − − − = −1 1 1 1 1 1 2 و عبارت ها، قدرمطلق را با علامت مثبت ترک می کنند!  

، پس: x ≤ / است و چون⋅0 /1x | و |x . حاصل این عبارت به ترتیب 1
2x

x2 و ب( از داخلی ترین عبارت زیر رادیکال ها شروع می کنیم یعنی

 / /1 1
x x x x= − = −,| |  

 x x x x x x x x x x x x1 1 1 1 1 1
2

3 23 3 3+ = × + −− ( )  

)، پس: )1 133
x x= و x x33 = 1 را هم داخل رادیکال ببریم. می دانیم

x سعی می کنیم x و

 x
x x x x

x
x

x
x x

− + − = − + − = − + −1 1 1
23 23 3

2
3

2
3

3 3 3  

 5 
an هر دو قابل تعریف باشند، رخ می دهد. در این صورت طبق نکاتی که در طول درس با آن  و am ، باید بگوییم اگر a amn nm= در مورد تساوی

آشنا شدیم، داریم:
 a a a a anm mn mn nm mn= = ⇒ =  



3

128)3(

 6 
می خواهیم n را به دست آوریم. بنابراین در دو طرف تساوی باید پایه های یکسان داشته باشیم اما میان آنها تفاوت از زمین تا آسمان است! شواهد حاکی از 

آن است که باید از تمام نکات گفته شده استفاده کنیم.
 
1
3 3 1

3 3 3

9 81 3 3 3 3

1 3 4 3 4 4 3

2 2 4 2 2 8 83

= ⇒ = =

× = × = × =

− − − − −

+

( ) n n n

n n n n

( )

( ) 22

4 3 8 23 3







⇒ =− +n n  

 ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ = ⇒ =4 3 8 2 4 2 3 8 2 11 2
11n n n n n n  

 7 
مشابه سؤال قبل، همۀ پایه ها را یکسان می کنیم!

 

( ) ( )1
4

1
2

2 2

1
16

1
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1
2
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3
43 43

4
3

3

n n n n− − − −

−
−

= = =

= = =

=









( )










⇒ × ≥ ⇒ ≥−
− −2 2 2 2 22 2
4
3 3

2
3 2 3n n  

2 سؤالی که پیش می آید این است که چه زمانی طرف چپ، از طرف راست نامساوی بیشتر می شود. چون پایه ها همگی  2
2
3 2 3−

≥
n تا اینجای کار داریم:

) پس زمانی که توان بیشتر باشد، مقدار عبارتش هم بیشتر می شود: )a ≥ 1 یکسان و بیشتر از 1 هستند

 2 2 2
3 2 3 2

3 3 2 7
3 2

7
3
2
1

7
6

2
3 2 3−

≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥ ⇒

−

≥ ⇒ − ≥
n

n n n n n  

 8 
180 است، پس: می دانیم مجموع زوایای داخلی یک مثلث

 3 50 2 130 40 4 180 3 2 4 180 130 50 405 5 5 5 5 5x x x x x x− + − + − = ⇒ + − = + + −  

 ⇒ = ⇒ = = × =x x5 5 55 5320 320 2 10 2 10  
 9 

 9 3 3 326 2
2
6

4
6

2
3= = =( ) روش اول: برای گویا کردن کسر باید کاری کنیم مخرج کسر، رادیکالی نباشد، بنابراین داریم: 

3 در چه عددی ضرب شود تا توان کسری خود را از دست بدهد؟
2
3 به نظر شما

 3 3 3 3 3 2
3 1 1 2

3
1
3

2
3 1

2
3 1× = ⇒ = ⇒ + = ⇒ = − =

+x x
x x  

3 ضرب می کنیم:
1
3 پس صورت و مخرج کسر را در

 4 3 3

3 3

4 3 3
3

1
3

2
3

1
3

1
2

1
3×

×

= × × = × = × = ×
+4 3

3
4 3
3

4 3
3

1
2

1
3

5
6 56

 

روش دوم: 
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4 3
3

4 3
3

3
326 2 26 46
26

26= = ×
( )

= × = × ×4 3 3
3

4 3 3
3

26

66

1
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 = × × = × =4 3 3
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4
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1
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3

5
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 10 
، بنابراین:  y x= 6 ، مقدار دیگری مثل y قرار دهیم: یعنی x6 . بیایید به جای x x12 6 2= ( ) با یک ترفند ساده، می توان این سؤال را به راحتی حل کرد می دانیم

 x y

x y

12 2

6
=

=






 

 x x y y12 6 22 1 2 1 0− + = − + =  
به نظر شما جالب نیست؟! به اتحاد مربع دو جمله ای تبدیل شد.

 y y y y y2 22 1 1 0 1 0 1− + = − = ⇒ − = ⇒ =( )  
 x x x6 1 1 1= ⇒ = ⇒ = ±| | y پس:   x= 6 از طرفی
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سراسری انسانی ـ 90. 1 9 مقدار x کدام است؟  36 8
3

4 3 2x++ −−== ××( ) از تساوی

 32  )4  1 )3   12  1( صفر  2( 
پاسخ  

ابتدا سعی می کنیم پایه ها را یکی کنیم:
 9 36 8

3 3 6 3
2

4 3 2 2 4 2 3
3

2x x+ − += × ⇒ = × ⇒( ) ( )( ) ( )  

 3 3 2 3
2

3 32 8 6 6 2

6
2 8 8x x+ += × × ⇒ =  

پایه ها برابر است پس برای برقراری تساوی، توان ها باید برابر باشند. داریم:

 2 8 8 2 0 0x x x+ = ⇒ = ⇒ =  

پس گزینه )1( درست است.

سراسری انسانی 93 ـ با کمی تغییر. 2 اگر با نرخ بهره 4	 درصد در سال، پایان هر ماه سود را به سرمایه اضافه کنند پس از 5 سال سرمایه چند برابر می شود؟ 

 ( )1 24 60/  )4   ( )10 2 60/  )3   ( )1 24 5/  )2   ( )10 2 5/  )1 
پاسخ  

 r = =0 24
12 0 0 2
/ / ابتدا توجه کنید نرخ سود سالیانه است و از ما میزان سود در هر ماه را می خواهند. پس: 

هم چنین این مقدار سود را در زمان 5 سال محاسبه می کنیم. پس:
 t = × =5 12 60  

 f f f
c

t(t) c( r) (t) c( ) (t) ( )= + ⇒ = + ⇒ =1 1 0 02 1 0260 60/ /  

پس گزینه )3( درست است.

2 فرض می شود. قدمت این . 3 2 207 معادل کربن یک استخوان فسیل شده 35 درصد مقدار معمولیc14 دارد. زمان نیم عمر 5700 سال و عدد

انسانی خارج از کشور ـ 90 استخوان کدام است؟ 

8550 )4  8450 )3  7950 )2  7850 )1 
پاسخ  

کربن این استخوان 35 درصد مقدار معمولی را دارد. پس:
 f c cn n n n(t) c ( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ =− −( ) ( ) ( ) ( )1

2
35
100

1
2

7
20

1
2

20
7 21

 

 ⇒ = = ⇒ = ⇒ =20
7 2 2 2 2 2 2 3

2

20
7 2 2 3

2n n n n'''''''''"


 

32 است که هر 5700 سال، نیمی از ماده از بین می رود. پس: تعداد دوره های سپری شده
 ·H¼hTwH S¶k¤ = × =570 0 3

2 8550  

پس گزینه )4( درست است.

سراسری انسانی ـ 96. 4 4 مقدار x کدام است؟  2 0 51×× ==++x x( )/ از تساوی

 − 52  )4   − 32  )3   − 54  )2   − 34  )1 

پاسخ  

ابتدا سعی می کنیم پایه های دو طرف تساوی را یکی کنیم:

 4 2 0 5 2 2 1
2 2 21 2 1 3× = ⇒ × = ⇒ =+ + + −x x x x x x( )/ ( ) ⇒ + = − ⇒ = − ⇒ = −x x x x3 2 3 3

2  

پس گزینه )3( درست است.



3

155 فصل سوم: الگوهای غیر خطی

انسانی خارج از کشور ـ 96. 5 ) مقدار x کدام است؟  )0 75 16 2163 1/ ×× ==++x از تساوی

 43  )4   54  )3   45  )2   34  )1 

پاسخ  

باز هم ابتدا به سراغ پایه ها می رویم:
 ( ) ( )75

100 16 216 3
4 16 2 33 1 3 1 3 3× = ⇒ × = × ⇒+ +x x  

 3
4

2 2 3 2 2 2 2
3
3

4 1 3 3 4 4 3 2 3 4 4 92× = × ⇒ = × ⇒ =+ + +( ) ( )x x x  

 ⇒ + = ⇒ = ⇒ =4 4 9 4 5 5
4x x x  

پس گزینه )3( درست است.
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