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مادر عزيزم        پدر و 
و  همسر مهربانم
و دختر دلبـنـدم

سلام
دانش آموزان عزيز و دبيران محترم! با توجه به تغييرات صورت گرفته در كنكور سراسری و اهميت امتحان نهايی و تأثير مستقيم آن بر قبولی در 
دانشگاه مصمم شديم كتابی متناسب با اين تغييرات فراهم كنيم. در اين كتاب علاوه بر امتحانات نهايی داخل كشور، امتحانات نهايی خارج كشور 
هم جمع آوری شده است و سعی شده است با تقسيم بندی مطالب هر فصل به بخش های كوچک تر، متناسب با آموزش هر هفتۀ دانش آموزان، 

تمرين كافی وجود داشته باشد.
در ابتدای هر فصل يک تحليل آماری از سهم فصل و هر مبحث در امتحان نهايی آورده شده است كه می تواند ميزان اهميت مطالب و تأثير آن ها 

را مشخص كند. البته توجه كنيد كه تمام فصل ها و بخش ها در امتحان نهايی دارای اهميت هستند.
ويژگی های کتاب در يک نگاه:

 ارائۀ بانک كامل سؤالات امتحان های نهايی (داخل و خارج كشور) در نظام آموزشی جديد
 چيدمان موضوعی سؤالات با رويكرد آموزشی

 ادغام سؤالات تكراری و مشابه برای پرهيز از حجيم شدن كتاب
 ارائۀ پاسخ های آموزشی كامل با اولويت بررسی پاسخ آموزش و پرورش

 ارائۀ درس نامه های كامل ولی در عين حال جمع وجور
 ارائۀ چند دوره امتحانات نهايی سال های اخير در انتهای كتاب با ريزبارم بندی برای آشنايی با نحوۀ تصحيح اوراق

 ارائۀ سؤال هايی در سطح بالاتر برای دانش آموزان سخت كوش
 ارائۀ كتابی با رويكردی اقتصادی و قيمت مناسب در عين حال كامل

در پايان بايد از تمامی عزيزانی که در به ثمر رسيدن اين کتاب نقش داشته اند تشکر نمايم:
 آقايان دكتر ابوذر نصری و دكتر كميل نصری كه مقدمات چاپ اين كتاب را فراهم نمودند.

 مهندس احمد علی نژاد كه در تمام مراحل تأليف كتاب، برادرانه و با حوصله و صبر زياد در كنارم قرار داشت.
 مهندس بقايی و تيم خوب توليد كه چاپ اين كتاب، مرهون تلاش آن ها است.
 خانم لولاو مرادی به خاطر تمام دلسوزی هاشون و پيگيری هايی كه انجام دادند.

 تمام اساتيد و دوستان عزيزم كه از آن ها در تمام مراحل زندگی آموخته ام.
 ويراستاران خوب كتاب، خانم ها زهرا جالينوسی و نرجس تيمناک و آقای حسن رحيمی

 صدای ملكوتی و دلنشين استاد محمدرضا شجريان كه در تمام مراحل تأليف كتاب يار و همدم من بود. روح استاد شجريان عزيز شاد و 
يادشان گرامی.

ــار بح ــواص  غ ــت  اس ــم  عل ــب  طال ــار كن و  ــد  ح ــی  ب ــت  درياييس ــم  عل
ــت وجو جس از  ــود  خ ــير  س ــردد  نگ او  او ــر  عم ــد  باش ــال  س ــزاران  ه ــر  گ
(مولانا)



    
 
  درس اول:

25  ۵   ....................................................................................................................... ماتريس و اعمال روی ماتريس ها 
  درس دوم:

31  ۷   ........................................................... قسمت اول: وارون ماتريس و حل دستگاه دو معادله و دو مجهول 
35  ۹   ......................................................................................................................................... قسمت دوم:دترمينان 

دوم 
  درس اول:

38  ۱۱   ................................................................................................... آشنايی با مقاطع مخروطی و مكان هندسی 
  درس دوم:

41  ۱۲   ........................................................................................................................................................................ دايره 
  درس سوم:

46  ۱۳ قسمت اول: بيضی ................................................................................................................................................  
51  ۱۵   .......................................................................................................................................... قسمت دوم: سهمی   

سوم 
  درس اول:

56  ۱۷ قسمت اول: معرفی فضای دوبعدی ...................................................................................................................  
57  ۱۸ قسمت دوم: معرفی فضای سه بعدی   ..............................................................................................................  
61  ۱۹ قسمت سوم: بردار   ............................................................................................................................................  

  درس دوم:
64  ۲۰   ................................................................................................................................... قسمت اول: ضرب داخلی 
67  ۲۲   .............................................................................................................................. قسمت دوم: ضرب خارجی   
70  ۲۳ قسمت سوم: حجم متوازی السطوح   ..............................................................................................................  

79  ۷۳   .........................................................................................................................  1400 امتحان نهايى خرداد 
80  ۷۴   ........................................................................................................................ 1400 امتحان نهايى شهريور 
81  ۷۵   ............................................................................................................................  1401 امتحان نهايى خرداد 
82  ۷۷   .......................................................................................................................  1401 امتحان نهايى شهريور 



فصل دوم بيشترين مقدار بارم را در بين 3 فصل كتاب در امتحانات نهايى دارد. 
پس  شده اند.  استفاده  نهايى  امتحانات  در  آن ها  از  بسيارى  كه  دارد  مهمى  خيلى  كلاس هاى  در  كار  و  تمرين  درسى  كتاب  از  فصل  اين 

مهم ترين كار حل تمرين هاى كتاب و مطالعة دقيق اين فصل است. 
از فصل 2 تا صفحة 46 در امتحان نوبت اول 10 نمره و در كل از فصل 2 در امتحان نهايى 8 نمره سؤال طرح مى شود. 

سهم هر سه قسمت در امتحانات نهايى به صورت نمودار دايره اى روبه رو مى باشد. 

دی (داخلی)
۱۰ نمره

خرداد (نهايی)
۸ نمره

شهريور و دی (نهايی)
۸ نمره

هندسه دوازدهم

ر مريم میرزاخانی پروفسو

۱۱

صفحه ۳۴ تا ۳۹ كتاب درسی  آشنايى با مقاطع مخروطى و مكان هندسى1
درس نامۀ  ۱ را در صفحهٔ ۳۸ ببینید.

 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر كنيد.
مكان هندسی، مجموعۀ نقاطی از صفحه (يا فضا) است كه همۀ آن ها يک ويژگی ............... داشته باشند و هم چنين هر نقطه كه آن ويژگی را داشته باشد، - ۹۵

(دی ۱۴۰۰ ـ شهریور ۱۴۰۰ ـ شهریور ۹۹ ـ خرداد ۹۸) عضو اين مجموعه باشد. 
در حالتی كه صفحۀ P بر محور سطح مخروطی (l) عمود نباشد و با مولد آن (d) نيز موازی نباشد و تنها يكی از دو نيمۀ مخروط را قطع كند، فصل - ۹۶

(خرداد ۱۴۰۰ خارج ـ دی ۹۹ ـ خرداد ۹۸) مشترک حاصل يک ............... خواهد بود. 
 درستی يا نادرستی عبارت های زير را مشخص كنيد.

(دی ۹۷ ـ دی ۹۹ ـ دی ۹۷ خارج)- ۹۷ d¢ به يک فاصله اند، نيمساز زاويۀ بين آن  دو خط است.  مكان هندسی نقاطی كه از دو خط متقاطع d و
(دی ۹۷ ـ خرداد ۱۴۰۰)- ۹۸ صفحه ای با مولد سطح مخروطی موازی است و از رأس آن عبور نمی كند، فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی يک بيضی است. 
در حالتی كه صفحۀ P بر محور سطح مخروطی (l) عمود باشد و از رأس آن عبور نكند، فصل مشترک حاصل يک دايره خواهد بود.- ۹۹

(دی ۱۴۰۰ ـ شهریور ۹۹ ـ شهریور ۹۸ ـ شهریور ۹۸ خارج)  
۱۰۰ - P به گونه ای باشد كه هر دو تكۀ بالايی و پايينی سطح مخروطی را قطع كند و شامل محور نباشد، در اين صورت فصل مشترک صفحۀ P اگر صفحۀ

(خرداد ۱۴۰۱ ـ خرداد ۱۴۰۰ خارج ـ دی ۹۸ خارج) و سطح مخروطی يک هذلولی است. 
مكان هندسی مركز همۀ دايره هايی در صفحه كه بر خط d در نقطۀ ثابت A مماس اند، يک نيم خط عمود بر خط d در نقطۀ A است.- ۱۰۱

(خرداد ۱۴۰۰ ـ دی ۹۹ خارج ـ شهریور ۹۸ خارج ـ خرداد ۹۸ خارج)  
(خرداد ۹۹)- ۱۰۲ C¢ است.  O r( , )2 C در صفحۀ اين دايره مماس خارج اند، دايرۀ O r( , ) مكان هندسی مركز همۀ دايره هايی با شعاع ثابت r كه بر دايرۀ
مكان هندسی مركز همۀ دايره هايی با شعاع ثابت r كه بر خط d در صفحه مماس اند، دو خط به موازات d و به فاصلۀ r از d است.- ۱۰۳

(شهریور ۱۴۰۰ خارج ـ خرداد ۹۹ خارج ـ خرداد ۱۴۰۰ خارج)  
(خرداد ۹۹)- ۱۰۴ نقاط C، B، A و D در صفحه مفروض اند. نقطه ای در اين صفحه بيابيد كه از A و B به يک فاصله و از C و D نيز به يک فاصله باشد. (بحث كنيد.) 



آشنايى با مقاطع مخروطى

۱۲

نقاط B، A و C در صفحه مفروض اند. نقطه ای بيابيد كه از A و B به يک فاصله و از C به فاصلۀ ۳ سانتی متر باشد. (بحث كنيد.)- ۱۰۵
(خرداد ۱۴۰۱ ـ شهریور ۹۸ ـ دی ۹۹ خارج ـ دی ۹۸ ـ دی ۱۴۰۰ خارج)  

نقطۀ A و خط d در صفحه مفروض اند. نقطه ای را بيابيد كه از A به فاصلۀ ۲ سانتی متر و از خط d به فاصلۀ ۳ سانتی متر باشد. (بحث كنيد.)- ۱۰۶
(دی ۹۹ ـ مشابه خرداد ۱۴۰۰ خارج)  

دو خط متقاطع مفروض اند. مكان هندسی نقاطی كه از اين دو خط به يک فاصله باشند و از نقطۀ تقاطع دو خط به فاصلۀ ۳ سانتی متر باشند را به - ۱۰۷
دست آوريد.

در مثلث ABC دو رأس B و C و مساحت مثلث ثابت اند، مكان هندسی نقطۀ A را به دست آوريد.- ۱۰۸
هرگاه دو خط d و l موازی باشند، از دوران d حول l سطحی ايجاد می شود كه آن را يک سطح استوانه ای می ناميم. حال فرض كنيد صفحۀ P يک - ۱۰۹

(تمرین کتاب درسی) سطح استوانه ای را قطع كند، در حالت های مختلف دربارۀ سطح مقطع حاصل بحث كنيد. (چهار حالت) 
C و خط d مفروض اند. مكان هندسی نقاطی از دايره كه از خط d به فاصلۀ m باشند را به دست آوريد.- ۱۱۰ O r( , ) دايرۀ

صفحه ۴۰ تا۴۶ كتاب درسی  دايره2
درس نامۀ  ۲ را در صفحهٔ ۴۱ ببینید.

 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر كنيد.
(خرداد ۱۴۰۱)- ۱۱۱ x قرار دارد.  y x y2 2

2 2 0+ - + = )A در ............... دايره به معادلۀ , )1 2- نقطۀ
(دی ۹۹ خارج)- ۱۱۲ x برابر با ............... است.  y x2 2

2 0+ + = شعاع دايرۀ
 درستی يا نادرستی عبارت های زير را مشخص كنيد.

(شهریور ۹۹ ـ مشابه خرداد ۱۴۰۰ خارج)- ۱۱۳ x معادلۀ يک دايره است.  y x y2 2
2 4 10 0+ - - + = رابطۀ

(دی ۹۸ ـ دی ۹۹ خارج)- ۱۱۴  . a b c2 2
4+ < x معادلۀ يک دايره است اگر و تنها اگر y ax by c2 2

0+ + + + = معادلۀ ضمنی
(دی ۹۹ ـ شهریور ۱۴۰۰)- ۱۱۵ x قرار دارد.  y x2 2

2 0+ + = ) روی دايرۀ , )3 2- نقطۀ
(دی ۱۴۰۰ ـ مشابه شهریور ۹۸)- ۱۱۶ )M يک نقطه از آن باشد.  , )1 1 )O بوده و , )2 3 معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه مركز آن
(خرداد ۹۹ ـ مشابه خرداد ۱۴۰۰ خارج ـ مشابه دی ۹۹ خارج)- ۱۱۷ x را تعيين كنيد.  y x y2 2

2 2 0+ - + = )A نسبت به دايرۀ , )1 2- وضعيت نقطۀ
(خرداد ۱۴۰۰ ـ مشابه خرداد ۱۴۰۱ ـ مشابه شهریور ۹۹)- ۱۱۸ 3 مماس باشد.  4 5x y+ = - O¢ بوده و بر خط ( , )2 1 معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه مركز آن
(دی ۹۷ ـ مشابه دی ۹۹ خارج)- ۱۱۹ )B دو سر قطری از آن باشد.  , )-2 1 )A و , )4 1- معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه نقاط
(دی ۹۷ ـ مشابه شهریور ۱۴۰۰ خارج ـ مشابه دی ۹۸ خارج)- ۱۲۰ x بتواند معادلۀ يک دايره باشد.  y x y a2 2

3 5 0+ - + + = حدود a را طوری به دست آوريد كه
(دی ۹۹ ـ خرداد ۹۸)- ۱۲۱ 4 بر آن مماس باشد.  3 5x y+ = - x شامل قطرهايی از آن بوده و خط y- = 3 x و y+ معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه خطوط1=
(دی ۹۹ خارج)- ۱۲۲ y شامل قطری از آن باشد.  x= -2 )B بگذرد و1 , )3 0 )A و , )1 2 معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه از نقاط
وضعيت هر يک از خطوط و دايره های زير را نسبت به هم مشخص كنيد.- ۱۲۳

(شهریور ۹۸ ـ شهریور ۹۸ خارج)   x y2 2 2+ = x و y+ = 2
(شهریور ۹۹ ـ مشابه دی ۹۹ خارج ـ مشابه خرداد ۹۸ خارج)   x y x y2 2

2 4 3 0+ - + + = x و y- - =1 ب0

(دی ۹۸ ـ مشابه خرداد ۱۴۰۰ خارج)   x y x y2 2
4 4 7 0+ - - + = 3 و 0x y+ = پ

x مماسی بر دايره رسم كرده ايم، معادلۀ اين خط مماس را به دست آوريد.- ۱۲۴ y x y2 2
2 2 3+ - - = )A روی دايره به معادلۀ , )2 3 از نقطۀ

(شهریور ۱۴۰۰ ـ دی ۱۴۰۰ ـ خرداد ۹۸ ـ شهریور ۱۴۰۰ خارج)  
(دی ۹۷ خارج ـ دی ۱۴۰۰ خارج)- ۱۲۵ x را به دست آوريد.  y x y2 2

2 6+ - - = )A بر دايرۀ , )2 3 معادلۀ مماس رسم شده از نقطۀ
وضعيت هر يک از جفت دايره های زير را به دست آوريد. - ۱۲۶

(دی ۹۹)   ( )x y- + =1 1
2 2 x و y2 2

1 1+ - =( )
(دی ۹۷)   x y x2 2

2 4+ - = x و y2 2
4+ = ب

(تمرین کناب درسی)   x y x y2 2
6 2 9 0+ - - + = x و y2 2

1+ = پ

(تمرین کتاب درسی)   x y x y2 2
8 4 19 0+ - - + = x و y2 2

4+ = ت
(دی ۹۸ ـ خرداد ۱۴۰۰ خارج)- ۱۲۷ x مماس خارج باشد.  y x y2 2

2 4 4+ + - = )O بوده و بر دايره به معادلۀ , )2 2- معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه مركز آن
(شهریور ۹۹ ـ مشابه شهریور ۹۸ خارج)- ۱۲۸ x مماس داخل باشد.  y x y2 2

8 4 16 0+ - + + = )O باشد و با دايره به معادلۀ , )0 1 معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه مركز آن



هندسه دوازدهم

۱۳

(خرداد ۱۴۰۰)- ۱۲۹ x با دايره ای به مركز مبدأ مختصات و شعاع يک را نسبت به هم مشخص كنيد.  y x y2 2
6 2 9 0+ - - + = وضعيت دايرۀ

2 ايجاد كند.- ۱۳۰ 2 x وتری به طول y+ = )O مركز آن بوده و روی خط2 , )0 1 معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه
(شهریور ۱۴۰۰ ـ دی ۱۴۰۰ خارج ـ خرداد ۹۹ خارج ـ خرداد ۱۴۰۰ خارج ـ دی ۹۷ خارج ـ مشابه خرداد ۹۹)  

(دی ۹۸ خارج)- ۱۳۱ )C رئوس مثلث ABC هستند.  , )1 3- )B و , )1 1 ،A( , )- -1 1 نقاط
ب معادلۀ مماس بر اين دايره را در رأس B به دست آوريد.  معادلۀ دايرۀ محيطی مثلث ABC را بنويسيد. 

)O باشد و- ۱۳۲ , )3 4- معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه مركز آن
پ از مبدأ مختصات عبور كند. ب بر محور yها مماس باشد.   بر محور xها مماس باشد. 

m كدام است؟- ۱۳۳ n p+ + 2 برابر يک است. حاصل 3 8 8 0
2 2x my p xy x y n+ + - - + + =( ) شعاع دايره ای به معادلۀ

)A عبور كند و بر هر دو محور مختصات مماس باشد.- ۱۳۴ , )3 6 معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه از نقطۀ
)B باشد.- ۱۳۵ , )6 1- 3 برابر فاصلۀ آن ها از نقطۀ ،A( , )2 1 مكان هندسی نقاطی از صفحه را به دست آوريد كه فاصلۀ آن ها از نقطۀ
x ايجاد می كند، چه قدر است؟- ۱۳۶ y x2 2

4 1 0+ - - = 3 روی دايرۀ 1 0x y- - = طول وتری كه خط
x مماس باشد.- ۱۳۷ y x2 2

2 0+ - = y بر دايرۀ mx= + 2 m را طوری تعيين كنيد كه خط

اول: 3
درس نامۀ  ۳ـ قسمت اول را در صفحهٔ ۴۶ ببینید.

صفحه ۴۷ تا ۵۰ كتاب درسی   بيضى

 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر كنيد.
(دی ۱۴۰۰ ـ خرداد ۹۹)- ۱۳۸ اگر مجموع فواصل نقطۀ A از دو كانون بيضی بيشتر از طول قطر بزرگ بيضی باشد، نقطۀ A در ............... بيضی است. 
(خرداد ۱۴۰۱ ـ شهریور ۱۴۰۰ خارج ـ دی ۹۹ خارج)- ۱۳۹ اگر در بيضی، خروج از مركز به عدد صفر نزديک شود، كشيدگی بيضی كم تر شده و بيضی به ............... نزديک تر می شود. 
(شهریور ۹۹)- ۱۴۰ اگر طول قطر بزرگ بيضی دو برابر فاصلۀ كانونی آن باشد، خروج از مركز بيضی برابر ............... است. 

 درستی يا نادرستی عبارت های زير را مشخص كنيد.
در حالتی كه خروج از مركز بيضی برابر يک باشد، بيضی تبديل به يک پاره خط می شود.- ۱۴۱

(شهریور ۱۴۰۰ ـ دی ۹۸ ـ خرداد ۹۹ ـ خرداد ۹۸ خارج ـ دی ۱۴۰۰ خارج ـ دی ۹۹ خارج ـ دی ۹۸ خارج ـ خرداد ۱۴۰۰ خارج)  
(خرداد ۱۴۰۰ ـ دی ۱۴۰۰ ـ خرداد ۹۹ خارج ـ خرداد ۹۸)- ۱۴۲ در حالتی كه خروج از مركز بيضی برابر صفر باشد، بيضی تبديل به يک پاره خط می شود. 
FMFÆ باشد، آن گاه اندازۀ - ۱۴۳ ¢ = 50

 در شكل روبه رو اگر خط d در نقطۀ M بر بيضی مماس باشد و زاويۀ
(خرداد ۱۴۰۱) a است.  b= = 60

 زاويۀ

 
۱۴۴ -a b c2 2 2= + OF، ثابت كنيد: OF c= ¢ = OB و OB b= ¢ = ،OA OA a= ¢ = در بيضی روبه رو

(دی ۱۴۰۰ ـ خرداد ۱۴۰۰)   .

 
F¢ كانون های بيضی هستند، ثابت كنيد:- ۱۴۵ A¢ دو سر قطر بزرگ و نقاط F و در بيضی روبه رو نقاط A و

(شهریور ۱۴۰۰)   .AF A F= ¢ ¢

 

¢AA رسم كرده ايم تا دايره - ۱۴۶ قطر دايرۀ C مانند شكل، قطر بزرگ بيضی است و از كانون F عمودی بر
(خرداد ۹۹ ـ دی ۹۸ خارج) را در نقطه ای مانند M قطع كند. ثابت كنيد MF با نصف قطر كوچک بيضی برابر است. 
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ابتدا ماتريس A و B را با توجه به ضابطه شان به دست می آوريم سپس . ۸۹
آن ها را ضرب كرده و دترمينان را محاسبه می كنيم.
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A برقرار است. اين  a d A A I2 = + -( ) | | به  وضوح معلوم است كه رابطۀ
رابطه به قضيۀ كيلی ـ هميلتون معروف است.
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 آشنايى با مقاطع مخروطى و مكان هندسى1

صفحه ۳۴ تا ۳۹ كتاب درسی  

آشنايى با مقاطع مخروطى و مكان هندسى

روية مخروطى
غيرعمود  و  متقاطع    و   d دو خط  كنيد  فرض 
  حول خط d باشند. سطح حاصل از دوران خط
را يک رويۀ مخروطی (سطح مخروطی) می ناميم. 
خط  را محور و خط d را مولد و نقطۀ A را رأس 

سطح مخروطی می ناميم. 
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هندسه دوازدهم

مقاطع مخروطى
 از برخورد يک صفحه با سطح مخروطی، شكل هايی به وجود می آيد كه به 

آن ها مقاطع مخروطی می گوييم.
 در حالتی كه صفحۀ P بر محور سطح 
عبور  آن  رأس  از  و  باشد  عمود  مخروطی 
در  است.  دايره  يک  حاصل  شكل  نكند، 
كند،  عبور   A رأس  از  صفحه  كه  حالتی 

شكل حاصل يک نقطه است.
 

ب در حالتی كه صفحۀ P بر محور  عمود 
نباشد و با مولد d نيز موازی نباشد و تنها 
يكی از دو نيمۀ مخروط را قطع كند، سطح 

حاصل يک بيضی خواهد بود.

 

پ اگر صفحۀ P با مولد d موازی باشد و 
از رأس مخروط عبور نكند، در اين صورت 
فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی يک 
سهمی است. در حالتی كه صفحه از رأس 
مولد  (شامل  كند  عبور  مخروطی  سطح 

باشد) فصل مشترک آن ها يک خط است.
 

ت اگر صفحۀ P به گونه ای باشد كه هر دو 
تكۀ بالايی و پايينی سطح مخروطی را قطع 
كند و شامل محور  نباشد (صفحه موازی 
محور  باشد) در اين صورت فصل مشترک 
صفحه و سطح مخروطی يک هذلولی است.
شكل  باشد،    محور  شامل  صفحه  اگر 

حاصل، دو خط متقاطع است. 

مكان هندسى
مجموعۀ نقاطی از صفحه (يا فضا) است كه همۀ آن ها يک ويژگی مشترک داشته 
باشند و هم چنين هر نقطه كه آن ويژگی را داشته باشد، عضو اين مجموعه باشد.

مكان هاى هندسى مهم در صفحه
 O ثابت  نقطۀ  از  كه  نقاطی  هندسی  مكان   
و   O به مركز  دايره ای  باشند،   R ثابت  فاصلۀ  به 

 شعاع R است.
از صفحه كه  نقاطی  مكان هندسی   
از خط d به فاصلۀ ثابت k قرار دارند، دو 
خط موازی با d و به فاصلۀ k از آن و در 

 دو طرف آن است.

دو  از  كه  نقاطی  هندسی  مكان   
فاصله اند،  يک  به   B و   A ثابت  نقطۀ 

عمودمنصف AB است.
 

 مكان هندسی نقاطی كه از دو ضلع 
آن  نيمساز  فاصله اند،  يک  به  زاويه  يک 

زاويه است. 
دو  از  كه  نقاطی  هندسی  مكان  واقع  در 
فاصله اند،  يک  به   ¢d و  d متقاطع  خط 
نيمسازهای زوايای آن دو خط است كه 

دو خط عمود بر هم است.

d كه شامل هيچ يک نيست در صفحه  B و خط  A و   دو نقطۀ 

به   d از  و  بوده  به يک فاصله   B و   A از  بيابيد كه  نقطه ای  مفروض اند. 

(مثال کتاب درسی) فاصلۀ ۳ سانتی متر باشد. (بحث كنيد) 
فاصله اند،  يک  به   B و   A از  كه  نقاطی  هندسی  مكان   
عمودمنصف AB است و مكان هندسی نقاطی كه از خط d به فاصلۀ 
۳ سانتی متر است، دو خط موازی d به فاصلۀ ۳ از آن هستند؛ بنابراين 

تلاقی اين دو مكان هندسی جواب است.
 AB (عمودمنصف  اول: ۲ جواب.  حالت 

با d موازی نباشد.)
 

 AB حالت دوم: صفر جواب (عمود منصف
موازی d باشد و به فاصلۀ ۳ از آن نباشد.)

 

حالت سوم: بی شمار جواب (عمودمنصف 
AB موازی d و به فاصلۀ ۳ از آن باشد.)

 

 B و A كه از دو نقطۀ C O R( , )  مكان هندسی نقاطی از دايرۀ
به يک فاصله اند را به دست آوريد. 

 مكان هندسی نقاطی كه از دو نقطۀ A و B به يک فاصله اند، 
عمود منصف پاره خط AB است. بايد وضعيت تلاقی خط عمود منصف با 

دايرۀ مورد نظر را بررسی كنيم. 

حالت دوم: يک جوابحالت اول: صفر جواب

عمودمنصف بر دايره مماس باشد.عمودمنصف با دايره تلاقی ندارد.
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آشنايى با مقاطع مخروطى

حالت سوم: دو جواب

عمودمنصف دايره را در دو نقطه قطع كند. 

مشترک . ۹۵
بيضی. ۹۶
درست . ۹۷
نادرست؛ جواب درست سهمی است.. ۹۸
درست . ۹۹
درست. ۱۰۰
نادرست؛ جواب درست، خطی عمود بر d در نقطۀ A است.. ۱۰۱

2r است پس جواب دايره ای به مركز . ۱۰۲ درست؛ فاصلۀ دو مركز دايره از هم
2r است. O و شعاع

درست؛ در واقع فاصلۀ مركز از خط d برابر r است كه دو خط موازی با . ۱۰۳
d و به فاصلۀ r از آن است.

 

۱۰۴ . AB به يک فاصله اند، عمودمنصف B و A مكان هندسی نقاطی كه از
است.

مكان هندسی نقاطی كه از C و D به يک فاصله اند، عمودمنصف CD است.
تلاقی اين دو عمودمنصف جواب مسئله است.

حالت دوم: صفر جوابحالت اول: يک جواب

دو عمودمنصف موازی باشند.دو عمودمنصف متقاطع باشند.

حالت سوم: بی شمار جواب

دو عمودمنصف بر هم منطبق باشند.

۱۰۵ . AB به يک فاصله اند، عمودمنصف B و A مكان هندسی نقاطی كه از
هستند،  سانتی متر   ۳ فاصلۀ  به   C نقطۀ  از  كه  نقاطی  هندسی  مكان  و  است 

دايره ای به مركز C و شعاع ۳ است.
بنابراين تلاقی دايره و اين عمودمنصف جواب مسئله است.

حالت دوم: يک جوابحالت اول: دو جواب

دايره و عمودمنصف مماس باشند.دايره و عمودمنصف متقاطع باشند.

حالت سوم: صفر جواب

دايره و عمودمنصف يكديگر را قطع نكنند.

مكان هندسی نقاطی كه از A به فاصلۀ ۲ سانتی مترند، يک دايره به مركز . ۱۰۶
A و شعاع ۲ است.
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مكان هندسی نقاطی كه از خط d به فاصلۀ ۳ سانتی مترند، دو خط موازی d و 
به فاصلۀ ۳ در دو طرف آن است. 

تلاقی اين دو مكان هندسی جواب است.
حالت دوم: يک جوابحالت اول: صفر جواب

دايره بر يكی از دو خط مماس باشد.دايره هيچ يک از دو خط را قطع نكند.

حالت سوم: دو جواب

دايره يكی از دو خط را قطع كند.

هيچ گاه  است، پس  دو خط  بين  فاصلۀ  از  دايره كوچک تر  قطر   چون 
نمی تواند بر دو خط مماس يا متقاطع باشد.

اين دو خط . ۱۰۷ از  نقاطی كه  مكان هندسی 
بين  زوايای  نيمساز  فاصله اند،  يک  به  متقاطع 
دو خط است. مكان هندسی نقاطی كه از نقطۀ 
است،  سانتی متر   ۳ فاصلۀ  به  خط  دو  تلاقی 
است.   ۳ شعاع  و  نقطه  آن  مركز  به  دايره ای 
جواب، اشتراک اين دو مكان هندسی است كه 

۴ نقطۀ C، B، A و D است.
برابر. ۱۰۸ مثلث  مساحت  می دانيم 

چون  است.   S AH BC
ABC = ´

2
مساحت و BC ثابت اند پس بايد AH ثابت 
باشد، بنابراين فاصلۀ A از BC عددی ثابت 
است پس A روی دو خط موازی با BC و به 

فاصلۀ AH از آن قرار دارد.
۱۰۹ .

استوانه  محور  بر   P صفحۀ   
اين حالت سطح  باشد، در  عمود 

مقطع دايره است.

عمود   L محور  بر   P ب صفحۀ 
نباشد و آن را قطع كند كه شكل 

حاصل بيضی است.

جانبی  سطح  با   P صفحۀ  پ 
سطح  كه  باشد  مماس  استوانه 

مقطع يک خط است.

ت اگر صفحۀ P با محور استوانه 
مقطع  سطح  باشد،  موازی   (L)

مستطيل است. البته 
اگر سطح استوانه ای 
ادامه  بی نهايت  تا 
جواب  باشد،  داشته 
دو خط موازی است.

مكان هندسی نقاطی كه از خط d به فاصلۀ m هستند دو خط موازی d و . ۱۱۰
به فاصلۀ m از آن است، حال بايد تلاقی اين دو خط و دايرۀ C را بررسی كنيم.

يک جواب 
دايره بر يكی از خط ها مماس باشد.

صفر جواب
دو خط و دايره تلاقی ندارند.

سه جواب
دايره بر يكی از خطوط مماس و 

ديگری را قطع كند.

دو جواب
دايره يكی از خطوط را در ۲ 

نقطه قطع كند.

چهار جواب
دايره هر دو خط را قطع كند.

2
دايره2

صفحه ۴۰ تا ۴۶ كتاب درسی  

دايره
مكان هندسی نقاطی از صفحه كه از يک نقطۀ ثابت (مركز دايره) به فاصلۀ 

ثابتی (شعاع دايره) باشند.
معادلة دايره

M روی اين دايره با شعاع  x y( , ) )O مركز دايره باشد و نقطۀ , )a b اگر
R باشد، داريم:

 | | ( ) ( )OA R x y R= Þ - + - =a b2 2  
 Þ - + - =( ) ( )x y Ra b2 2 2  

به اين معادله، معادلۀ استاندارد دايره می گوييم.



۴۲
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)O و از نقطۀ , )3 2--  معادلۀ دايره ای را بنويسيد كه مركز آن
)M عبور كند. , )1 4

 فاصلۀ هر نقطه روی دايره تا مركز دايره برابر شعاع است.

 | | ( ) ( )OM R= - + - - = + = =3 1 2 4 4 36 40
2 2  

) :معادلۀ دايره ) ( )x y- + + =3 2 40
2 2  

معادلة ضمنى يا گستردة دايره 

  x y ax by c2 2
0++ ++ ++ ++ == معادلۀ زمانی  چه  كنيد  بررسی   

معادلۀ يک دايره است؟
معادلۀ  به  را  معادله  دو جمله ای،  مربع  اتحاد  كمک  با  ابتدا   
 x ax y by c2 2+ + + = - استاندارد دايره تبديل می كنيم: 

 Þ + + + = + - = + -( ) ( )x a y b a b c a b c
2 2 4 4

4

4

2 2
2 2 2 2

 

 a b c2 2
4 0+ - < Þ تهی  

ب  a b c O a b2 2
4 0

2 2
+ - = Þ Þ - -¾õ£º oÊº jn¼¶  á¾õ£º : ( , )  

پ  a b c
O a b

R a b c

2 2

2 2

4 0
2 2

1

2
4

+ - > Þ
- -

= + -

ì

í
ï

î
ï =

½oÄHj
q¨o¶

ÌI÷{ 

( , )
 

y2 با هم برابر است و ضريب  x2 و  در معادلۀ دايره، همواره ضريب
جملۀ xy، صفر است.

y2 برابر  x2 و  فرمول های به دست آمده زمانی برقرارند كه ضريب
يک باشد و اگر يک نبود ابتدا كل معادله را به ضريب آن ها تقسيم می كنيم 

و سپس از فرمول های فوق استفاده می كنيم.

 بررسی كنيد كدام يک از معادلات زير، معادلۀ دايره است؟
(مثال کتاب درسی)  

 x y x y2 2
2 6 1 0++ -- -- -- ==  

ب  x y x y2 2
2 3 4 0++ ++ ++ ++ ==  

پ  2 2 3 4 2 0
2 2x y x y++ -- ++ -- ==  

 c = b و1- = -6 ، a = -2   با توجه به معادلۀ داده شده
 a b c2 2

4 4 36 4 44 0+ - = + + = > است و داريم: 

 Þ
= =

ì
í
ï

îï
½oÄHj

q¨o¶: 

ÌI÷{: 

O

R

( , )1 3

1

2
44 11

 

c است و داريم: = 4 b و = 3 ، a = 2 ب در اين معادله
 a b c2 2

4 4 9 16 3 0+ - = + - = - < Þ تهی  
پ ابتدا معادله را تقسيم بر ۲ می كنيم و سپس از روابط استفاده می كنيم:

 ¸¾ ®¾ + - + - = = - = = -2 2 2 3

2
2 1 0

3

2
2 1x y x y a b c, , ,  

a b c2 2
4

9

4
4 4

41

4
0+ - = + + = >  

 Þ
-

= =

ì

í
ïï

î
ï
ï

½oÄHj
q¨o¶:

ÌI÷{:

O

R

( , )3

4
1

1

2

41

4

41

4

 

وضعيت نقطه و دايره
قرار   ( ( , ) )P x y =0 دايره معادلۀ  در  را   M x y( , )1 1 نقطۀ مختصات 
 P x y( , )

1 1
0< Û نقطه داخل دايره است. می دهيم و داريم: 

 P x y( , )
1 1

0= Û نقطه روی دايره است.  
 P x y( , )

1 1
0> Û نقطه خارج دايره است.  

 x y x y2 2
2 8 3 0++ -- ++ -- == )M و دايرۀ , )3 1--  وضعيت نقطۀ

را به دست آوريد.
 P( , ) ( ) ( ) ( )3 1 3 1 2 3 8 1 3

2 2- = + - - + - -  
 = + - - - <9 1 6 8 3 0 نقطه داخل دايره قرار دارد. 

وضعيت خط و دايره
فاصلۀ مركز دايره را از خط محاسبه می كنيم و داريم:

با برابر   d: ax by c+ + خط0= از   M x y( , )0 0 نقطۀ فاصلۀ   

| است.  |ax by c

a b
0 0

2 2

+ +

+

را   x y y2 2
2 3++ -- == دايرۀ و   3 4 6 0x y++ ++ ==  وضعيت خط

نسبت به هم مشخص كنيد.
 ابتدا مركز و شعاع دايره را مشخص كنيم:

 
x y y

O

R
2 2

2 3 0

0 1

1

2
0 4 12 2

+ - - = Þ
= + + =

ì
í
ï

îï

q¨o¶:

ÌI÷{:  

½oÄHj q¨o¶

( , )

  á¾±ÅIÎ
ôi pH

= = ´ + ´ +

+
= =

ü

ý
ï
ï

þ
ï
ï

OH | |3 0 4 1 6

3 4

10

5
2

2 2

 

 Þ = ÞOH R مماس بر هم  

طول وتر ايجاد شده توسط خط متقاطع با دايره   
اگر خط d دايره را در نقاط A و B قطع كند، داريم: 

 
OA OH AH

AH R OH

2 2 2

2 2

= + Þ

= -
 

  
AB AH

AB R OH

= Þ

= -

2

2 2 2
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x از خط به  y x2 2
2

19

5
++ -- ==  طول وتری كه دايره به معادلۀ

y جدا می كند، چه قدر است؟  x== 2 معادلۀ
 ابتدا مركز و شعاع دايره را به دست می آوريم: 

 x y x2 2
2

19

5
0+ - - =  

 Þ
= + - - = =

ì
í
ï

îï

q¨o¶:

ÌI÷{:  

O

R

( , )

( )

1 0

1

2
4 0 4

19

5

1

2

96

5

24

5

 

2 به دست می آوريم.  0x y- = فاصلۀ O را از خط

 OH = ´ -

+ -
=| |

( )

2 1 0

2 1

2

52 2

 

 AB R OH= - = - = = ´ =2 2
24

5

4

5
2

20

5
2 2 4

2 2  

رسم مماس از نقطه اى روى دايره
اگر نقطۀ M روی دايره ای به مركز O باشد، شيب 
OM را به دست می آوريم و چون خط مماس بر 
دايره بر OM عمود است، پس شيب خط مماس، 
داشتن  با  و  است   OM شيب  معكوس  و  قرينه 
مختصات نقطۀ M معادلۀ خط مماس را می نويسيم. 

از   x y x y2 2
2 4 20 0++ -- ++ -- == دايره بر  مماس  خط  معادلۀ   

)M را به دست آوريد.  , )4 2 نقطۀ
 ابتدا بررسی می كنيم نقطۀ M روی دايره باشد:

 f ( , )4 2 16 4 8 8 20 0= + - + - =  
پس نقطه روی دايره است، حالا مركز دايره را به دست می آوريم: 

 x y x y O2 2
2 4 20 1 2+ - + - Þ -q¨o¶: ( , )  

 OM   KÃ{ tIµ¶ ôi KÃ{= - -
-

= Þ = -2 2

1 4

4

3

3

4
 

y :معادلۀ خط مماس  x- = - -2
3

4
4( )  

وضعيت دو دايره نسبت به هم
OO¢ را d درنظر بگيريم، داريم: اگر فاصلۀ مركزهای دو دايره يعنی طول 

R R d+ ¢ < dخارج هم R R= + ¢ مماس خارجی

متقاطع
| |R R d R R- ¢ < < + ¢

مماس داخلی
d R R= - ¢| |

d R R< - ¢| | داخل هم 

 

(تمرین کتاب درسی)  وضعيت دو دايرۀ زير را به دست آوريد. 
 x y2 2

1++ == x و y x y2 2
3 2 3 2 5 0++ -- -- ++ ==  

 x y
O
R

2 2
1

0 0

1
+ = Þ

=
ì
í
î

q¨o¶:
ÌI÷{:

( , )  

 x y x y2 2
3 2 3 2 5 0+ - - + =  

 Þ
¢

¢ = + - =

ì

í
ïï

î
ï
ï

q¨o¶:

ÌI÷{:

O

R

( , )3 2

2

3 2

2

1

2
18 18 20 2

 

 d OO= ¢ = - + - = +( ) ( )3 2

2
0

3 2

2
0

18

4

18

4

2 2  

 = =9 3  
 R R d R R+ ¢ = + = Þ = + ¢ Þ1 2 3 دايره ها، مماس خارجی اند.   

۱۱۱ . P( , ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 2
2 2- = + - - + -  

= + - - = - < Þ1 4 2 4 1 0 داخل دايره  

۱۱۲ . R a b c= + - = + + =1

2
4

1

2
4 0 0 1

2 2  

۱۱۳ . a b c2 2
4 4 16 40 20 0+ - = + - = - < Þ تهی نادرست 

a باشد.. ۱۱۴ b c2 2
4 0+ - > نادرست؛ برای دايره شدن بايد

۱۱۵ . P( , ) ( ) ( )3 2 3 2 2 3 9 4 6 0
2 2- = + - + = + + ¹ نادرست 

فاصلۀ O تا M برابر شعاع دايره است.. ۱۱۶

 OM R= = - + - = + =( ) ( )2 1 3 1 1 4 5
2 2  

 ( ) ( )x y- + - =2 3 5
2 2  

۱۱۷ . P( , ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 2
2 2- = + - - ´ + - راه اول: 

 = + - - = - < Þ1 4 2 4 1 0 نقطه داخل دايره است.  
راه دوم: مركز و شعاع دايره را به دست می آوريم:

 O a b( , ) ( , )- - = -
2 2

1 1  

 
R

OA
OA R

= + =

= - + - - - =

ü
ý
ï

þï
< Þ

1

2
4 4 2

1 1 2 1 1
2 2( ) ( ( ))

 
.
®iHj ¾õ£º
SwH ½oÄÄHj

 

با . ۱۱۸ برابر  مماس  خط  تا  دايره  مركز  فاصلۀ 
شعاع دايره است.

 ¢ = = ´ + ´ +
+

= =OH R | |3 2 4 1 5

9 16

15

5
3

) :معادلۀ دايره  ) ( )x y- + - =2 1 9
2 2  
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وسط پاره خط AB، مركز دايره و نصف طول آن، شعاع دايره است.. ۱۱۹

AB وسط پاره خط: M ( , ( )) ( , )- + + - =2 4

2

1 1

2
1 0  

 | | ( ( )) ( )AB R= - - + - - = + = = =4 2 1 1 36 4 40 2 10 2
2 2  

 Þ =R 10  

) :معادلۀ دايره )x y- + =1 10
2 2  

 B x y( , )2 2 و   A x y( , )1 1 نقطۀ دو  وسط   M نقطۀ  مختصات   

) است.  , )x x y y
1 2 1 2

2 2

+ + برابر با

a باشد.. ۱۲۰ b c2 2
4 0+ - > برای دايره شدن بايد

 a b c a a2 2 2 2
4 3 5 4 0 9 25 4+ - = - + - > Þ + >( )  

 Þ < =a 34

4

17

2
 

محل تلاقی هر دو قطر، مركز دايره است. بعد از به دست آمدن مركز دايره، . ۱۲۱
فاصلۀ آن از خط مماس برابر با شعاع دايره است.

 
x y
x y

x x y O
+ =
- =

ì
í
î

Þ = Þ = = - Þ -
1

3
2 4 2 1 2 1, ( , )  

 OH R= = ´ + - +

+
= =| ( ) |4 2 3 1 5

4 3

10

5
2

2 2

 

R را می خواهيم و داريم: = 2 )O و شعاع , )2 1- معادلۀ دايره ای به مركز
 ( ) ( )x y- + + =2 1 4

2 2  
)O است.. ۱۲۲ , )a a2 1- مركز دايره روی قطر قرار دارد پس مركز به صورت

 OA OB= بايد فاصلۀ O تا A و B يكسان باشد، بنابراين داريم: 

 ⇒ − + − − = − + −( ) ( ) ( ) ( )α α α α1 2 1 2 3 2 1
2 2 2 2  

 Þ - + + - +a a a a2 2
2 1 4 12 9  

 = - + + - + Þ - = -a a a a a a2 2
6 9 4 4 1 14 10  

 Þ = Þ =4 0 0a a  
)O است. , )0 1- پس مركز دايره

 R OA= = - + - - = + =( ) ( ( ))1 0 2 1 1 9 10
2 2  

) :معادلۀ دايره ) ( )x y- + + =0 1 10
2 2  

در هر قسمت فاصلۀ مركز دايره از خط را به دست می آوريم و نسبت به . ۱۲۳
شعاع دايره مقايسه می كنيم.

O R

OH
OH R

( , ),
| |

00 2

0 0 2

1 1
2

=

= + -
+

=

ü

ý
ï

þ
ï

= Þ خط مماس بر دايره است   

ب  

O a b

R a b c

OH

( , ) ( , )

| ( ) |

- - = -

= + - = + - = =

= - - -

2 2
1 2

1

2
4

1

2
4 16 12

1

2
8 2

1 2 1

2 2

11 1

2

2
2

+
= =

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï

 

 OH R= Þ خط مماس بر دايره است.  

پ  

O a b

R a b c

OH

( , ) ( , )

| |

- - =

= + - = + - =

= ´ +
+

=

2 2
2 2

1

2
4

1

2
16 16 28 1

3 2 2

9 1

8

10

2 2

üü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï

 

 OH R> Þ خط، خارج از دايره قرار دارد.  
ابتدا مركز دايره را به دست می آوريم:. ۱۲۴

 O a b( , ) ( , )- - =
2 2

1 1  

سپس شيب خط OA را به دست می آوريم:

 OA mOA KÃ{ = = -
-

=3 1

2 1
2  

 ¢ = -m 1

2
شيب خط مماس، قرينه و معكوس شيب OA است، پس: 

y :معادلۀ خط مماس x- = - -3
1

2
2( )  

ابتدا مركز دايره را به دست می آوريم:. ۱۲۵

 O a b( , ) ( , )- - =
2 2

1
1

2
 

شيب OA را به دست می آوريم: 

 OA   KÃ{ =
-

-
=

3
1

2

2 1

5

2
 

 ¢ = -m 2

5
شيب خط مماس، قرينه و معكوس شيب OA است، پس: 

y :معادلۀ مماس x- = - -3
2

5
2( )  

در هر مورد مركز و شعاع دايره ها را به دست می آوريم و سپس براساس . ۱۲۶
فاصلۀ دو مركز وضعيت را مشخص می كنيم.

 
O R
O R

OO d
( , ),
( , ) ,

( ) ( )
1 0 1

0 1 1
1 0 0 1 2

2 2
=

¢ ¢ =
Þ ¢ = - + - = =  

 R R d R R- ¢ = < < + ¢ = Þ0 2 متقاطع   

ب  

O R

O R

OO d

( , ),

( , ) ,

( ) ( )

0 0 2

1 0
1

2
4 0 16

1

2
20 5

1 0 0 0 1
2 2

=

¢ ¢ = + + = =

¢ = - + - = =

ü

ýý

ï
ï

þ

ï
ï

 

 ¢ - = - < = < + ¢ = + ÞR R d R R5 2 1 2 5 متقاطع  

پ  

O R

O R

OO d

( , ),

( , ) ,

( ) ( )

0 0 1

3 1
1

2
36 4 36 1

3 0 1 0 10
2 2

=

¢ ¢ = + - =

¢ = - + - = =

ü

ý

ï
ï

þþ

ï
ï

 

 d R R= > + ¢ = Þ10 2 خارج هم  

ت  

O R

O R

OO

( , ),

( , ) ,

( ) ( )

0 0 2

4 2
1

2
64 16 76 1

4 0 2 0 20 2 5
2 2

=

¢ ¢ = + - =

¢ = - + - = =

ü

ý

ïï
ï

þ

ï
ï

 

 d R R= > + ¢ = Þ2 5 3 خارج هم  
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ابتدا مركز و شعاع دايرۀ داده شده را به دست می آوريم: . ۱۲۷
 x y x y2 2

2 4 4 0+ + - - =  

 Þ
¢ - - = -

¢ = + - = + + =

ì

í
ï

î
ï

O a b

R a b c

( , ) ( , )
2 2

1 2

1

2
4

1

2
4 16 16 3

2 2

 

 OO d¢ = - - + - - = + = =( ( )) ( )2 1 2 2 9 16 5
2 2  

Þ دو دايره مماس خارجی اند. = + ¢ Þ = + Þ =d R R R R5 3 2  

) :معادلۀ دايره ) ( )x y- + + =2 2 4
2 2  

ابتدا مركز و شعاع دايرۀ داده شده را به دست می آوريم.. ۱۲۸
 ¢ - - = -O a b( , ) ( , )

2 2
4 2  

 ¢ = + - = + - =R a b c1

2
4

1

2
64 16 64 2

2 2  

 d OO= ¢ = - + - - = + =( ) ( )4 0 2 1 16 9 5
2 2  

Þ دو دايره مماس داخل اند. = - ¢ Þ = -d R R R| | | |5 2  

 Þ
=
= -

ì
í
î

R
R

7

3    Ï¼L¤ ®MI¤oÃü
 

: معادلۀ دايره ( ) ( )x y- + - =0 1 49
2 2  

مركز و شعاع دايرۀ داده شده را به دست می آوريم:. ۱۲۹

 
¢ - - =

¢ = + - =

ì

í
ï

î
ï

O a b

R

( , ) ( , )
2 2

3 1

1

2
36 4 36 1

 

 O R( , ) ,0 0 1=  

 d OO= ¢ = - + - = + =( ) ( )3 0 1 0 9 1 10
2 2  

 d R R= > + ¢ = Þ10 2 دو دايره خارج هم قرار دارند.  

۱۳۰ . BH AH= = 2 می دانيم عمود OH از وسط وتر AB می گذرد، بنابراين:

 OH = + -
+

= =| |0 1 2

1 1

1

2

2

2
 

 R OA OH AH2 2 2 2 1

2
2

5

2
= = + = + =  

) :معادلۀ دايره ) ( )x y- + - =0 1
5

2

2 2  
 در معادلۀ ضمنی دايره، مختصات هر ۳ نقطه را قرار می دهيم و از حل . ۱۳۱

دستگاه، ضرايب مجهول را به دست می آوريم:
x :معادلۀ ضمنی دايره y ax by c2 2

0+ + + + =  

 
A a b c
B a b c

c
c

( , )
( , ) ( )
- - Þ + - - + =

Þ + + + + =
ü
ý
þ

¾ ®¾ + =
Þ = -

+1 1 1 1 0

1 1 1 1 0 1
4 2 0

22

 

 C a b c( , ) ( )1 3 1 9 3 0 2- Þ + + - + =  
c داريم: = −2 از روابط (۱) و (۲) و 

 
a b
a b

b b a
+ =
- = -

ü
ý
þ

¾ ®¾ = Þ = Þ = --0

3 8
4 8 2 2  

x :معادلۀ دايره y x y2 2
2 2 2 0+ - + - =  

 O a b( , ) ( , )- - = -
2 2

1 1 ب مركز دايره را به دست می آوريم. 

 1 1
1 1
- -

-
= ¥( ) شيب OB برابر است با: 

پس شيب خط عمود بر آن برابر صفر است و معادلۀ مماس به صورت زير است:
y :معادلۀ مماس x y- = - Þ =1 0 1 1( )  

xها . ۱۳۲ محور  بر  دايره  چون   
 R = 4 مماس است، پس:

 ( ) ( )x y- + + =3 4 16
2 2  

 

مماس  yها  محور  بر  دايره  چون  ب 
 R = 3 است، پس:

 ( ) ( )x y- + + =3 4 9
2 2  

 

می كند،  عبور  مبدأ  از  دايره،  چون  پ 
 OO R¢ = = 5 پس:

 ( ) ( )x y- + + =3 4 25
2 2  

 

m و در . ۱۳۳ = 2 y2 با هم برابر است پس x2 و می دانيم در دايره ضريب
p p− = ⇒ =3 0 3 دايره ضريب xy برابر صفر است، پس: 

كل معادله را بر ۲ تقسيم می كنيم و داريم:
¸¾ ®¾ + - + + =2 2 2

4 4
2

0x y x y n

R a b c n= + - = + - =1

2
4

1

2
16 16 2 1

2 2

Þ - = Þ - = Þ =32 2 2 32 2 4 14n n n
m n p+ + = + + =2 14 3 19

اگر دايره ای به شعاع R بر هر دو . ۱۳۴
مختصات  باشد  مماس  مختصات  محور 
O R R( , )± ± صورت به  آن  مركز 

است و معادلۀ كلی اين دايره ها به صورت 
زير است.

 ( ) ( )x R y R R± + ± =2 2 2  
ناحيۀ  در  هم  دايره  مركز  پس  است  اول  ناحيۀ  در   A( , )3 6 نقطۀ چون 
صورت به  دايره  معادلۀ  و  است   O R R( , ) صورت به  و  است  اول 

)A را در معادله قرار  , )3 6 ) است. حال نقطۀ ) ( )x R y R R- + - =2 2 2

 ( ) ( )3 6
2 2 2- + - =R R R می دهيم تا R به دست آيد. 

 Þ - + + - + =9 6 36 12
2 2 2R R R R R  

 Þ - + = Þ - - = Þ
=
=

ì
í
î

R R R R
R
R

2
18 45 0 3 15 0

3

15
( ) ( )  

 :معادلۀ دايره ها
( ) ( )

( ) ( )

x y

x y

- + - =

- + - =

ì
í
ï

îï

3 3 9

15 15 225

2 2

2 2
 



۴۶

آشنايى با مقاطع مخروطى

اين . ۱۳۵ روی   M x y( , ) نقطۀ اگر 
مكان هندسی باشد، داريم:

 

 MA MB= ´3  

 Þ - + - = ´ - + +( ) ( ) ( ) ( )x y x y2 1 3 6 1
2 2 2 2  

 2 2 2
4 4 2 1

 ·H¼U¾ ®¾¾ - + + - +x x y y  

 = - + + + +3 36 108 3 6 3
2 2x x y y  

 Þ + - + + =2 2 32 8 106 0
2 2x y x y  

 ¸¾ ®¾ + - + + =2 2 2
16 4 53 0x y x y  

O :مركز دايره a b( , ) ( , )- - = -
2 2

8 2  

R :شعاع دايره a b c= + - = + -1

2
4

1

2
256 16 212

2 2  

 = =1

2
60 15  

R است. = 15 )O و شعاع , )8 2- پس دايره ای به مركز
ابتدا مركز و شعاع دايره را به دست می آوريم:. ۱۳۶

O a b( , ) ( , )- - =
2 2

2 0

R a b c= + -

= + + = =

1

2
4

1

2
16 0 4

1

2
20 5

2 2

فاصلۀ مركز تا خط را به دست می آوريم:

 OH = ´ - -
+

=| |3 2 0 1

9 1

5

10
 

 AH OA OH2 2 2 2 2
5

5

10
5

25

10

25

10

5

2
= - = - = - = =( ) ( )  

 AH AB AH= = = Þ = =5

2

10

4

10

2
2 10  

راه اول: بايد فاصلۀ مركز دايره تا خط داده شده . ۱۳۷
را برابر شعاع قرار دهيم.

O a b( , ) ( , )- - =
2 2

1 0

 

  

 
R

y mx mx y OH m

m

= + + =

= + Þ - + = Þ = - +

+

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

1

2
4 0 0 1

2 2 0
0 2

1
2

| |  

 Þ = Þ +

+
=OH R m

m

| |2

1

1
2

⇒ + = +| |m m2 1
2  

 
2 2 2

4 4 1

4 3
3

4

 ·H¼U → + + = +

⇒ = − ⇒ = −

m m m

m m
 

راه دوم: می توانيم معادلۀ دايره و خط را تلاقی دهيم و چون مماس هستند بايد
D شود و m را به دست آوريم. =0

 x mx x x m x mx x2 2 2 2 2
2 2 0 4 4 2 0+ + - = Þ + + + - =( )  

 Þ + + - + =x m x m2 2
1 4 2 4 0( ) ( )  

 D = - - + =( ) ( ) ( )4 2 4 4 1 0
2 2m m  

 Þ - + - - =16 16 4 16 16 0
2 2m m m  

 Þ = - Þ = - = -16 12
12

16

3

4
m m  

16 4

2
3

صفحه ۴۷ تا ۵۰ كتاب درسی  

اول:
بيضى

بيضى
مكان هندسی نقاطی از صفحه است كه مجموع فواصلشان از دو نقطۀ ثابت، 

يک مقدار ثابت باشد. (آن مقدار ثابت بايد بيشتر از فاصلۀ دو نقطه باشد.)
آن دو نقطۀ ثابت را کانون های بيضی می ناميم.

F¢ می ناميم و  كانون های بيضی را F و
فاصلۀ اين دو نقطه را فاصلۀ کانونی بيضی 
2c نمايش می دهيم پس می گوييم و با

ثابت  مقدار  هم چنين   . FF c¢ = 2
2a نمايش می دهيم. MF بيضی را با MF a+ ¢ = 2  

وضعيت نقطه و بيضى

 M اين صورت  در   ،MF MF a+ ¢ > 2 باشيم داشته   M نقطۀ  برای  اگر 
خارج بيضی است.

 M اين صورت  در   ،MF MF a+ ¢ < 2 باشيم داشته   M نقطۀ  برای  اگر 
داخل بيضی است.

 M اين صورت  در   ،MF MF a+ ¢ = 2 باشيم داشته   M نقطۀ  برای  اگر 
روی بيضی است.

نقاط مهم در بيضى

 ¢A ¢FF را امتداد دهيم، بيضی را در دو نقطۀ A و قطر بزرگ بيضی: اگر
2a است  ¢AA را قطر بزرگ بيضی می گوييم و طول  آن برابر قطع می كند.
A¢ را دو سر قطر  (قطر بزرگ را محور کانونی بيضی هم می گوييم.) A و

بزرگ يا رئوس کانونی می گوييم.

 O بر هم منطبق است و آن را AA¢ ¢FF و مركز بيضی: وسط پاره خط
می ناميم كه مرکز بيضی است.

¢AA عمود كنيم بيضی را در B و قطر كوچک بيضی: اگر از O خطی بر
¢BB را قطر کوچک بيضی می ناميم و طول آن2b است.  B¢ قطع می كند.
B¢ را دو سر قطر  (قطر كوچک بيضی را محور ناکانونی بيضی می ناميم.) B و

كوچک يا رئوس ناکانونی می ناميم.
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