
يكی از كارهايی كه تو هندسه انجام می ديم اثبات قضيه هاست كه شايد 
خيلی ها دوسش نداشته باشن و با خودشون می گن اين اثبات ها به چه 

دردمون می خوره؟!!
شايد فک كنيد هيچ وقت از اثبات ها تو زندگيتون استفاده نكنيد و فقط به 
درد نمره امتحانتون بخوره!! ولی اثبات ها باعث می شن كه درست فكر كنيد 
و بهتون ياد می دن كه خيلی منظم و دقيق بين افكارتون ارتباط برقرار كنيد!

اين ها زندگيتون رو بسيار ساده تر می كنند. باور كنيد!!!
خلاصه اين كه هندسه نكته های جذاب زيادی واسه زندگی داره!

از آقای نصرالهی عزيز كه زحمت تأليف اين كتاب رو كشيدن و هم چنين 
همۀ بچه های گروه تأليف و توليد خيلی سبز بسيار ممنونيم.



کنکوری های عزيز سلام

اگر در هر مقطع زمانی به اين نتيجه رسيديد كه مطالب هندسه دوازدهم 
را با بازدهی كامل مطالعه و جمع بندی كنيد، اين كتاب را به شما پيشنهاد 
می كنيم. تمامی مثال ها، تمرين ها و كار در كلاس های مهم و كاربردی با 
راه حل های كاملاً تشريحی و تست های كنكور چند سال اخير به همراه 
قضايا و نكات در اين كتاب گنجانده شده است به طوری كه با مطالعۀ آن 

به راحتی می توانيد خود را آمادۀ امتحان نهايی و كنكور پيش رو كنيد.
لازم می دانم از مديريت محترم انتشارات خيلی سبز كه شرايط چاپ كتاب 
و  ابراهيم نژاد  آقای  زحمات  از  هم چنين  كنم.  تشكر  آورده اند  فراهم  را 

ويراستاران گرامی متشكرم.
تشكر ويژه از دوست عزيزمان نويد شاهی و مهندس رسول محسنی منش 

كه سهم ويژه ای در هم فكری با بنده داشتند.



ماتریس و کاربردها ۸فصل اول 

۹ درس اول ماتريس و اعمال روی ماتريس ها 

۲۹ درس دوم وارون ماتريس و دترمينان 

آشنایی با مقاطع مخروطی ۵۰فصل دوم 

۵۱ درس اول آشنايی با مقاطع مخروطی و مكان هندسی 

۵۸ درس دوم دايره 

۷۳ درس سوم بيضی و سهمی 

بردارها ۹۷فصل سوم 

۹۸  R3 درس اول معرفی فضای

۱۱۱ درس دوم ضرب داخلی و ضرب خارجی بردارها 



دایره

مكان هندسی نقاطی از صفحه كه فاصلۀ آن ها از يک 
)O به فاصلۀ معلوم R باشد، دايره ای  , )a b نقطۀ ثابت

به مركز O و شعاع R است.
گسترده  و  استاندارد  صورت  دو  به  دايره  هر  معادلۀ 

(ضمنی) نوشته می شود.
)O و  , )a b  معادلۀ استاندارد دايره ای به مركز

) شعاع R برابر است با: ) ( )x y R- + - =a b2 2 2  
از  يكی  سر  دو   B( , )6 1-- و  A( , )2 2 نقاط كه  دايره ای  معادلۀ 

قطرهای آن هستند را بنويسيد.
 ابتدا شعاع دايره را به دست می آوريم:

 | | ( ) ( ( )) /AB R R= = - + - - = Þ =2 6 2 2 1 5 2 5
2 2  

مركز   ،AB (قطر)  پاره خط  وسط  نقطۀ 
دايره می باشد؛ بنابراين:

 O A B= + = + - +
2

6 2

2

1 2

2
( , ) =( , )4

1

2
 

با توجه به مختصات مركز و شعاع به دست آمده داريم:

 ( ) ( ) /x y- + - =4
1

2
6 25

2 2  

( )x y( )x y( )( )- +( )( )x y( )- +( )x y( ) ( ) R- =( )- =( )a b( )a b( )( )- =( )a b( )- =( )2 2( )2 2( )a b2 2a b( )a b( )2 2( )a b( ) 2( )x y( )x y( )( )- +( )( )x y( )- +( )x y( )a b( )a b( ) ( )a b( )x ya bx y( )x y( )a b( )x y( ) ( )x y( )a b( )x y( )- +a b- +( )- +( )a b( )- +( )x y- +x ya bx y- +x y( )x y( )- +( )x y( )a b( )x y( )- +( )x y( ) ( )- =( )a b( )- =( )2 2a b2 2a b( )a b( )2 2( )a b( )x ya bx y2 2x ya bx y( )x y( )a b( )x y( )2 2( )x y( )a b( )x y( )- +a b- +2 2- +a b- +x y- +x ya bx y- +x y2 2x y- +x ya bx y- +x y



۵۹ فصل دوم: آشنایی با مقاطع مخروطی   

از  قطری  معادلۀ   ( ) ( )m x m y-- ++ ++ ==2 1 6 معادلۀ  ،m هر  ازای  به 
 C باشد، محيط دايرۀ C روی دايرۀ A( , )--1 1 دايرۀ C است. اگر نقطۀ

(سراسری ۱۴۰۱) كدام است؟ 
 2 3p (۴   3p (۳   2p (۲   2 2p (۱

دايره  از  قطر  دو  تقاطع  نقطۀ  می دانيم   «۱» گزينۀ   
مختصات مركز را به ما می دهد، بنابراين:

 m y y
m x x

O
= Þ = Þ =
= - Þ - = Þ = -

Þ -
2 3 6 2

1 3 6 2
2 2( , )  

را  A طول شعاع دايره  تا   O فاصلۀ 
 R OA= | | معلوم می كند: 

= - - - + - =( ( )) ( )2 1 2 1 2
2 2  

با: است  برابر  دايره  محيط  بنابراين 
 2 2 2p pR =  

روی  و  بوده  آن  مركز   O( , )0 1 بنويسيد كه را  دايره ای  معادلۀ 
2 جدا كند. 2 x وتری به طول y++ == 2 خط به معادلۀ

(کار در کلاس کتاب درسی)  

 ابتدا فاصلۀ O را از خط d به 
دست می آوريم:

 | | | |OH = + - = =0 1 2

2

1

2

2

2
 



هندسه دوازدهم ۶۰

AH؛  BH= = 2 با توجه به اين كه OH وتر AB را نصف می كند
حالا به كمک قضيۀ فيثاغورس، شعاع دايره را به دست می آوريم:

 OBH R OH BH R R
D
: ( ) ( )2 2 2 2 2 2 22

2
2

5

2
= + Þ = + Þ =  

با توجه به شعاع به  دست آمده و مركز داده شده معادلۀ دايره به صورت 
x مقابل خواهد بود: y2 2

1
5

2
+ - =( )  

)C رئوس مثلث ABC هستند.  , )1 3-- )B و , )1 1 ، A( , )-- --1 1 نقاط
خط  معادلۀ  سپس  بنويسيد.  را   ABC مثلث  محيطی  دايرۀ  معادلۀ 

(تمرين کتاب درسی) مماس بر اين دايره را در رأس B به دست آوريد. 
 اندازۀ اضلاع مثلث را به دست می آوريم: 

 
| | ( ( )) ( ( ))

| | ( ( )) ( ( ))

|

AB

AC

BC

= - - + - - =

= - - + - - - =

1 1 1 1 2 2

1 1 3 1 2 2

2 2

2 2

|| ( ) ( )= - + - - =

Þ = +

1 1 3 1 4
2 2

2 2 2BC AB AC  
 

ABC قائم الزاويه است؛ پس وتر، همان قطر دايره و 
D

در نتيجه مثلث
مركز دايره در وسط وتر واقع است.

 O B C O= + Þ -
2

1 1( , )  

 | |BC R R= Þ =2 4 2  
 Þ =R 2  

â¾²jI÷¶
½oÄHj¾ ®¾ - + + =( ) ( )x y1 1 4

2 2  



۶۱ فصل دوم: آشنایی با مقاطع مخروطی   

)B می گذرد؛ بنابراين برای به  , )1 1 خط l بر BC عمود است و از نقطۀ
 BC y x: := Þ =1 1

دست آوردن معادلۀ آن داريم: 
 در ادامۀ فصل و پس از آشنايی با معادلۀ گستردۀ دايره، اين 

مسئله را با جای گذاری نقاط در معادلۀ دايره نيز حل كنيد.

مختصات  نواحی  كدام  از   ( ) ( )x y++ ++ -- ==3 1 4
2 2 معادلۀ به  دايره ای 

عبور می كند؟
۲) دوم و سوم ۱) دوم  

۴) هر ۴ ناحيۀ مختصاتی ۳) دوم، سوم و چهارم  
معادلۀ  به  توجه  با   «۲» گزينۀ   
شعاع  و   ( , )-3 1 دايره مركز  داده شده، 

دايره ۲ می باشد؛ بنابراين داريم:
از  دايره  رسم شده،  شكل  به  توجه  با 

نواحی دوم و سوم عبور می كند.

توان  به  را  پرانتز  دو  هر  دايره،  معادلۀ  در  اگر   
دايره  معادلۀ گستردۀ  بياوريم،  معادله  به طرف چپ  را  و همه  برسانيم 
 x y ax by c2 2

0+ + + + = حاصل می شود: 

در معادلۀ گستردۀ دايره، شعاع و مركز دايره به صورت زير به دست می آيد:

O:مركز دايره a b( , ) ( , )a b = - -
2 2  

R:شعاع دايره a b c= + -1

2
4

2 2  

x y2 2x y2 2x yx y+ +x y2 2+ +2 2x y2 2x y+ +x y2 2x y by c 0+ +by+ +by =x y ax2 2+ +x y+ +x y2 2+ +2 2x y2 2x y+ +x y2 2x y + +

O:مركز دايره a b( , ) ( , ), )a b, )a ba b( ,a b( , ) (=) (- -a b- -a b
2 2, )2 2, )

R:شعاع دايره aR a b c= +R a= +R aR a= +R aR a= +R a b c-b c1R a1R a
2

4b c4b c2 2b c2 2b c= +2 2= +



هندسه دوازدهم ۶۲

 r شعاع  و   O( , )aa bb مركز اگر   2 2 6 4 2 0
2 2x y x y++ -- ++ -- == دايرۀ در 

aa كدام است؟ bbr باشد، حاصل
 -3 17

4
(۴   3 17

4
(۳   3 17 (۲   -3 17 (۱

 y2 x2 و  گزينۀ «۴» طبق معادلۀ گستردۀ دايره ضرايب
بايد ۱ باشد، پس كل معادله را بر ۲ تقسيم می كنيم و داريم:

 2 2 6 4 2 0 3 2 1 0
2 2 2 2 2x y x y x y x y

a b c

+ - + - = ¾® + - + - =¸

¯ ¯ ¯
 

حالا با توجه به روابط مربوط به مركز و شعاع دايره داريم:

 O a b( , ) ( , )- - = -
2 2

3

2
1

a
b

 

 R a b c= + - = + + =1

2
4

1

2
9 4 4

17

2

2 2  
abr برابر است با: بنابراين حاصل ضرب

 abr = ´ - ´ = -3

2
1

17

2

3 17

4
( )  

a سه حالت داريم: b c2 2
4+ - در معادلۀ گستردۀ دايره با توجه به علامت

 a b c2 2
4 0+ - > حالت ۱:

معادلۀ گسترده نشان دهندۀ معادلۀ يک دايره است. 
 a b c2 2

4 0+ - = حالت ۲:
) است.  , )- -a b

2 2 معادلۀ گسترده نشان دهندۀ مختصات نقطۀ
 a b c2 2

4 0+ - < حالت ۳:
معادلۀ گسترده نشان دهندۀ هيچ نقطه ای در صفحه نيست. 



۶۳ فصل دوم: آشنایی با مقاطع مخروطی   

 x y x y a2 2
3 5 0++ -- ++ ++ == محدودۀ a را طوری تعيين كنيد تا معادلۀ

(تمرين کتاب درسی) نمايانگر معادلۀ دايره باشد. 
بايد شرط بالا، يک دايره شود،   برای اين كه خروجی معادلۀ 

a برقرار باشد، بنابراين: b c2 2
4 0+ - >

 
a
b
c a

a b c a
= -
=
=

ì
í
ï

îï
Þ + - > Þ - + - >

3

5 4 0 3 25 4 0
2 2 2( ) ( )  

 Þ + - > Þ > Þ >9 25 4 0 34 4
34

4
a a a  

y مماس و مركز آن روی  == 6 y و == 2 معادلۀ دايره ای كه بر دو خط
y باشد، كدام است؟ x-- == 1 خط

 x y x y2 2
6 8 20 0+ - + - = (۲   x y x y2 2

6 8 1 0+ + - - = (۱
 x y x y2 2

6 8 21 0+ + + + = (۴   x y x y2 2
6 8 21 0+ - - + = (۳

y است  = 2 y و = 6  گزينۀ «۳» خط l كه وسط دو خط
ــۀ  آن معادل و  ــذرد  می گ ــز  مرك از 
ــن  بنابراي ــد.  می باش  l y: = + =6 2

2
4

مؤلفۀ دوم مركز، برابر ۴ است. برای به 
 y x- معادلۀ1= در  را   y = 4 آن،  x مختصات  آوردن  دست 
 y x x xy- = ¾ ®¾¾ - = Þ ==

1 4 1 3
4 جای گذاری كرده و داريم: 

موازی  خط  دو  فاصلۀ  می باشد.   O( , )3 4 مركز مختصات  پس 
بوده و  بنابراين شعاع دايره، ۲  برابر قطر دايره است،  و  ۴ واحد 

معادلۀ آن به فرم زير می شود:
 ( ) ( )x y x y x y- + - = Þ + - - + =3 4 4 6 8 21 0

2 2 2 2  



هندسه دوازدهم ۶۴

يک نقطه می تواند   
شود  واقع  دايره  خارج  يا  و  محيط  روی  داخل، 
می كنيم فرض  آن  وضعيت  تعيين  برای  كه 
F و مختصات  x y x y ax by c( , ) = + + + +2 2

معادلۀ گسترده جای گذاری می كنيم در  را  نقطه 
) تا يكی از حالت های زير پيش آيد: ( ))F A

شکلويژگیوضعيتشرطحالت ها

(۱) F A( ) >0
 A نقطۀ
خارج 
C دايرۀ

طول مماس رسم شده 
A از

 F A l( ) =

(۲)F A( ) =0
نقطۀ 

A روی 
محيط 
C دايرۀ

 OA R=

(۳)F A( ) <0
 A نقطۀ
داخل 
C دايرۀ

طول كوتاه ترين وتر 
A گذرنده از نقطۀ

 BC F A= 2 | ( ) |

درون   A m( , )--2 نقطۀ تا  كنيد  تعيين  طوری  را   m محدودۀ 
x قرار گيرد. y x2 2

4 2 0++ ++ ++ == دايرۀ
 مختصات نقطه را در معادلۀ دايره جای گذاری كرده و بايد داشته 
 F A m( ) ( ) ( ) ( )< Þ - + + - + <0 2 4 2 2 0

2 2 باشيم: 
 Þ + - + < Þ < Þ - < <4 8 2 0 2 2 2

2 2m m m  



۶۵ فصل دوم: آشنایی با مقاطع مخروطی   

دايرۀ درون   A( , )1 1 نقطۀ از  گذرا  وتر  كوچک ترين  اندازۀ 
x كدام است؟ y x y2 2

3 9 0++ -- ++ -- ==

۶ (۴  ۵ (۳  ۴ (۲  ۳ (۱
است،  دايره  نقطه درون  اين كه  به  توجه  با  گزينۀ «۴»   

2 می باشد؛ پس: | ( ) |F A طول كوتاه ترين وتر گذرا از آن
= طول كوتاه ترين وتر = + - + -2 2 1 1 3 1 9| ( ) | | |F A  
= =2 9 6  

از   C O R( , ) دايرۀ مركز  فاصلۀ   OH اگر   
خط d باشد، با توجه به طول OH و R برای خط و دايره مطابق جدول زير 

سه حالت مختلف وجود دارد:
حالت سومحالت دومحالت اول

شکل

خط و دايره متخارجخط و دايره مماسخط و دايره متقاطعتوصيف
OH شرط R< OH R= OH R>

)O از  , )a b  فاصلۀ نقطۀ
ax برابر است با: by c+ + =0 خط

 | | | |OH a b c

a b
= + +

+

a b
2 2

 
 



هندسه دوازدهم ۶۶

و  دايره  يک  قطرهای   x y-- == 3 و  x y++ == 1 خطوط كنيد  فرض 
نقطۀ فاصلۀ  نزديک ترين  باشد.  مماس  آن  بر   4 3 5 0x y++ ++ == خط
(رياضی ۱۴۰۰) )M از دايره كدام است؟  , )4 2--

 5 2- (۴   2
2 (۳   3 2- (۲   3 1- (۱

را  مركز  مختصات  قطرها  برخورد  محل   «۴» گزينۀ   
مشخص می كند:

 x y
x y

x
+ =
- =

ì
í
î

Þ =
1

3
2 4 Þ = = - Þ -x y O2 1 2 1, ( , )  

با توجه به شكل زير، فاصلۀ O از خط d اندازۀ شعاع را تعيين می كند:

| | | ( ) ( ) |OH R= = + - +

+

4 2 3 1 5

4 3
2 2

 

Þ = =R 10

5
2  

) است. ) ( )x y- + + =2 1 4
2 2 پس معادلۀ دايره

نزديک ترين فاصلۀ نقطۀ M از دايره پاره خط MA می باشد، كه 
برای به دست آوردن اندازۀ آن داريم:
 | | | | | |AM OM R AM= - Þ  

= - + - - - -( ) ( ( ))4 2 1 2 2
2 2  

 Þ = -| |AM 5 2  
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