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کتاب درسی ریاضی 1، داستان نسبت های مثلثاتی را بر مفهوم تشابه بنا کرده است. وقتی دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از 
مثلثی دیگر برابر باشند، آن دو مثلث متشابه اند. در این صورت نسبت اضلاع متناظر دو مثلث با هم برابر است. هنگام صحبت 
در مورد نسبت های مثلثاتی، با مثلث های قائم الزاویه کار داریم. در شکل مقابل، از نقاط مختلف ضلع بالایی زاویه بر ضلع دیگر 
این زاویه عمود کرده ایم تا مثلث های قائم الزاویه ایجاد شود. این مثلث ها با هم متشابه اند. چون زاویۀ A در همۀ آن ها مشترک 

است و علاوه بر آن یک زاویۀ قائمۀ مساوی هم دارند. نسبت تشابه را به شکل های مختلف می توانیم بنویسیم:
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A می نامیم. در واقع هر یک از چهار نسبت بالا برابر با مقداری ثابت است که آن ها را به ترتیب سینوس، کسینوس، تانژانت و کتانژانت زاویۀ

نسبتهایمثلثاتیدرمثلثقائمالزاویه

 را بیابید.  قائم الزاویه،  در شکل زیر، نسبت های مثلثاتی زاویۀ مثلث  یک  از   α مانند زاویه ای  برای 
نسبت های مثلثاتی سینوس، کسینوس، تانژانت و 

کتانژانت به صورت زیر تعریف می شوند:  
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همان طور که می بینید، تانژانت و کتانژانت معکوس یکدیگر می باشند.
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A قائم الزاویه فرض شده  یک توضیح گیج کننده در هر یک از موارد زیر، مثلثABC در رأس 

حروف  با  را  ضلع ها  طول  و  انگلیسی  بزرگ  حروف  با  را  مثلث  یک  رأس های 
b طول   ،A a طول ضلع مقابل به رأس انگلیسی نشان می دهیم.  کوچک 

C است. c طول ضلع مقابل به رأس  B و  ضلع مقابل به رأس 
چون ما آدم ها ذاتاً تنبل هستیم، خیلی وقت ها حالش 
جای  به  و   »AB ضلع »طول  بگوییم  مثلاً  نداریم  را 
AB یک ضلع است، یک   .»AB آن می گوییم »ضلع

|AB| نشان  AB را با  پاره خط و طول آن یک عدد مثبت است. )طول ضلع
می دهیم.( در واقع در این گونه موارد از صنعت »مَجاز« استفاده می کنیم! یعنی 
AB« و شنونده  AB« بگوییم »ضلع مُجازیم که مَجازاً به جای »طول ضلع

باید عاقل باشد!!
 A داستان رأس  و زاویه هم این طوری است. خیلی وقت ها حالش را نداریم زاویۀ
A زاویه.  A رأس  است و  A نشان می دهیم! A نشان دهیم و با همان را با

.»A گر واژۀ »زاویه« را به کار ببریم همان آی خالی درست است: »زاویۀ البته ا
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است. با استفاده از جدول و اطلاعات داده شده، مجهول ها را بیابید. 
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cosC مساوی شد؟ sinB با یک سؤال: چرا

90 شود(، سینوس یکی با کسینوس دیگری برابر است. همیشه! کمی جلوتر، این مطلب  گر دو زاویه متمم باشند )جمعشان جواب: چون این دو زاویه متمم اند. ا

را جدی می گیریم!
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تغییراتنسبتهایمثلثاتی

 با رسم شکل های مناسب، به سؤالات زیر جواب دهید.

الف( وقتی اندازۀ یک زاویۀ حاده زیاد می شود، اندازۀ هر یک از نسبت های مثلثاتی آن چه تغییری می کند؟

گر زاویه ای به صفر نزدیک شود، هر یک از نسبت های مثلثاتی آن به چه عددی نزدیک می شود؟ ب( ا

گر زاویه ای به 90 درجه نزدیک شود، هر یک از نسبت های مثلثاتی آن به چه عددی نزدیک می شود؟ ج( ا

 الف( ربع دایرۀ مقابل به شعاع 1 را در نظر بگیرید. ما فعلاً نسبت های مثلثاتی را فقط در مثلث قائم الزاویه می شناسیم، پس برای رسیدن به سینوس 
θ یک زاویۀ آن باشد. حالا در مثلث قائم الزاویۀ ایجاد شده، داریم: ، مثلث قائم الزاویه ای روی شکل می سازیم که θ و کسینوس 
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x کم می شود. برای درک  y زیاد و  ، θبزرگ شود، ضلع مقابل آن بزرگ تر و ضلع مجاورش کوچک تر می شود. یعنی با افزایش θ گر زاویۀ ا
y2 رسیده ایم. دقت کنید که چون  x2 و θ2 و y1 را داریم، بعد با افزایش زاویه به x1 و θ1 و این مطلب، شکل مقابل را نگاه کنید. اول،

در ربع دایره قرار داریم، وتر مثلث قائم الزاویه ثابت مانده است. 
          θ θ2 1 2 1 2 1> ⇒ > <«y y , x »x  
cosθ کم می شود. x و در نتیجه sinθ زیاد می شود اما y و در نتیجه  ، θپس با افزایش . cosθ= x =sinθ و y از طرفی، گفتیم
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در مورد تانژانت هم، وقتی اندازۀ زاویۀ حاده زیاد می شود، طول ضلع مقابل آن افزایش می یابد و طول ضلع مجاورش کم می شود. کسری که صورتش زیاد و مخرجش 
کم می شود، افزایش می یابد:

θ θ↑⇒ ↑ ↓ ⇒ ↑⇒ ↑« , » tany x y
x

 

یک جور دیگر هم می شد فهمید تانژانت زیاد می شود؛ شکل روبه رو را ببینید:
در این شکل، وقتی اندازۀ زاویۀ حاده بزرگ می شود، ضلع مجاورش ثابت می ماند و ضلع مقابلش زیاد می شود. پس چون تانژانت، نسبت 

ضلع مقابل به مجاور است، تانژانت هم زیاد می شود. داستان کتانژانت، برعکس است! 

گر نزدیک شدن cosθ به یک نزدیک می شود. ا x به شعاع دایره یعنی 1 نزدیک می شود. پسsinθ به صفر و y به صفر و  ب( وقتیθ به صفر نزدیک می شود،
→« و نزدیک شدن به 1 را با »1→« نشان دهیم، می توانیم حرف های بالا را این طوری بنویسیم: 0 به صفر را با »

q

y

x

       θ θ
θ

→ ⇒ → →
=

0 0 0y
y

''''''''"
sin

sin  

θ θ
θ

→ ⇒ → →
=

0 1 1x
x

''''''''"
cos

cos  

هم چنین وقتی زاویه به صفر نزدیک می شود، طول ضلع روبه روی آن هم به صفر نزدیک می شود، بنابراین تانژانت زاویه به صفر نزدیک می شود.
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cosθ به صفر نزدیک می شود. x به صفر نزدیک می شود. پسsinθ به یک و y به شعاع دایره یعنی 1 و 90 نزدیک می شود، ج( وقتیθ به
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برای تانژانت چه اتفاقی می افتد؟ تانژانت به هیچ عدد خاصی نزدیک نمی شود! چون مدام بزرگ و بزرگ تر می شود و بی حد و مرز از هر عددی که فکرش را بکنید، 
می تواند بزرگ تر شود، چون ضلع مقابل زاویه بزرگ می شود و ضلع مجاورش همین طور کوچک و کوچک تر می شود و به سمت صفر می رود. پس نسبت ضلع مقابل 

به مجاور هم هی قد می کشد! کتانژانت به صفر نزدیک می شود.
یک کم جمع بندی زاویه های زیر را در نظر بگیرید.

و  )و هم چنان حاده می ماند(، سینوس  بزرگ می شود  زاویۀ حاده ای   وقتی 
تانژانت آن افزایش و کسینوس آن کاهش می یابد.

 وقتی زاویۀ حاده ای به صفر نزدیک می شود، سینوس و تانژانت آن به صفر و 
کسینوس آن به 1 نزدیک می شود.

90 نزدیک می شود، سینوس آن به 1 و کسینوس آن   وقتی زاویۀ حاده ای به
به صفر نزدیک می شود اما تانژانت آن سر به فلک می گذارد، یعنی خیلی بزرگ 
کجاآباد )همان بی نهایتی که در فصل اول گفتیم( می رود. می شود و به سمت نا

 نسبت های مثلثاتی هر زاویۀ حاده مثبت است. تانژانت یک زاویۀ حاده هر 
عدد مثبتی می تواند باشد، اما سینوس و کسینوس آن حتماً بین صفر و یک 

است. )کلاً سینوس و کسینوس بیشتر از 1 و کم تر از 1− نمی شوند.(

 بیشتر بدانیم:

cot0 تعریف نشده است. هم چنین tan0 و 0 = ، cos0 1 =  ، sin0 0 =

. cot90 0 = tan90 تعریف نشده است و ، cos90 0 =  ، sin90 1 =

این ها را گفتم که مطالب بالا را بهتر درک کنید!

1 10 20 35 50 70 85 89       , , , , , , ,  
الف( زاویه ها را برحسب اندازۀ سینوس آن ها )از کوچک به بزرگ( مرتب کنید.

ب( زاویه ها را برحسب اندازۀ کسینوس آن ها )از کوچک به بزرگ( مرتب کنید.

ج( زاویه ها را برحسب اندازۀ تانژانت آن ها )از کوچک به بزرگ( مرتب کنید.

د( سینوس کدام زاویه به صفر نزدیک تر است؟ سینوس کدام زاویه به 1 نزدیک تر 

است؟

 1 به  زاویه  کدام  کسینوس  است؟  نزدیک تر  صفر  به  زاویه  کدام  کسینوس  ه ( 

نزدیک تر است؟

و( سینوس کدام زاویه بزرگ تر از 1 است؟ کسینوس کدام زاویه کوچک تر از صفر است؟

 
اندازۀ سینوسشان )از کوچک به بزرگ(  الف( زاویه ها از چپ به راست برحسب 

مرتب هستند!
ب( باید زاویه ها را از بزرگ به کوچک بچینیم:

89 85 70 50 35 20 10 1       , , , , , , ,  
ج( زاویه ها از چپ به راست برحسب اندازۀ تانژانتشان )از کوچک به بزرگ( مرتب هستند.

89 به 1 نزدیک است. 1 به صفر و سینوس د( سینوس
1 به 1 نزدیک است. 89 به صفر و کسینوس ه ( کسینوس
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و( سینوس هیچ زاویه ای بزرگ تر از 1 نیست! هم چنین چون همۀ زاویه ها حاده اند، کسینوس همۀ آن ها مثبت است و در بین زاویه های داده شده، زاویه ای که 
کسینوسش کوچک تر از صفر باشد، یافت می نشود! گفت آن چه یافت می  نشود آنم آرزوست!

عجب سؤالی بود! همه اش سرکِاری!!

سهزاویۀمعروف!

 در یک حرکت ضربتی )!( با رسم شکل های مناسب، نسبت های مثلثاتی سه زاویۀ معروف 30، 4۵ و 60 درجه را حساب بفرمایید.

 یک مثلث قائم الزاویۀ متساوی الساقین رسم می کنیم، یعنی مثلث قائم الزاویه ای که طول دو ضلع زاویۀ قائمۀ آن با هم مساوی است و به 
x می گیریم. با  45 را حساب می کنیم. ما طول هر یک از این دو ضلع را یک عدد دلخواه و مثبت مانند کمک آن نسبت های مثلثاتی زاویۀ

2 است.  22x x= ، پس طول وتر x x x2 2 22+ = توجه به رابطۀ فیثاغورس، مجذور طول وتر می شود
 α هم چنین در هر مثلث متساوی الساقین، دو زاویه ای که روبه روی دو ساق )دو ضلع مساوی( هستند، با یکدیگر مساوی اند. ما اندازۀ هر یک از این زاویه ها را
2، یعنیα=45. پس هر کدام از زاویه های حادۀ مثلث 90α=  α و در نتیجه α+ + =90 180  می گیریم. حالا چون مجموع زاویه های هر مثلث180 است،
اند. اطلاعاتی که روی شکل بالا پیاده شده اند، با همین استدلال ها به دست آمده اند. حالا می رویم سراغ اصل مطلب، یعنی محاسبۀ نسبت های مثلثاتی زاویۀ 45

45 را انتخاب کنید. ده بیست سی چهل کنید و یکی را انتخاب نمایید. این هم ادامۀ داستان: 45 به کمک شکل بالا. فرقی نمی کند کدام زاویۀ
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و حالا برای نسبت های مثلثاتی زاویه های 30 و 60 درجه، یک مثلث متساوی الاضلاع می کشیم؛ سه ضلع هر مثلث متساوی الاضلاع 
x می گیریم. چون ما نسبت های مثلثاتی را فعلاً فقط در مثلث  با هم مساوی اند. طول هر یک از این سه ضلع را عدد دلخواه و مثبت
قائم الزاویه می شناسیم، یک ارتفاع مثلث را رسم می کنیم تا دو مثلث قائم الزاویه ایجاد شود. در هر مثلث متساوی الاضلاع، ارتفاع، میانه 
x2 می سازد. در هر x بود نصف می کند و دو پاره خط به طول  هم هست. پس این ارتفاعی که رسم کردیم ضلع مقابل را که طولش

60 است )در هر مثلث متساوی الاضلاع،  مثلث متساوی الاضلاع، ارتفاع، نیمساز هم است. پس این ارتفاعی که رسم کردیم، زاویۀ مثلث را که
30 می سازد. این همه در مورد این ارتفاع بیچاره حرف زدیم، اما هنوز طولش را حساب  60 است(، نصف می کند و دو تا زاویۀ هر زاویه

نکرده ایم! برای رسیدن به طول این ارتفاع در یکی از مثلث  های قائم الزاویه، فیثاغورس می زنیم: 

( ) ( ) ( ) ( )ÌIÿUnH ÌIÿUnH ÌIÿUnH
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4
3
4

3+ = ⇒ = − = − = ⇒ =x x x x x x x xx x
2

4
3
2=  

اطلاعاتی که روی شکل پیاده شده اند، با همین جان کندن ها به دست آمده اند. حالا همه چیز برای محاسبۀ نسبت های مثلثاتی زاویه های 30 و 60 درجه آماده است. 
یکی از مثلث های قائم الزاویه را انتخاب کنید و داستان زیر را بخوانید!

sin sin30 2 1
2 60

3
2 3

2
 = = = = = =

®MI£¶

oU»

®MI£¶

oU»

x

x

x

x
 

cos cos30
3
2 3

2 60 2 1
2

 = = = = = =
n»I\¶

oU»

n»I\¶

oU»

x

x

x

x
 

tan tan30 2
3
2

1
3

1 3
3 3

3
3 60

3
2
1

 = = = = ×
×

= = =
®MI£¶

n»I\¶

®MI£¶

n»I\¶

x

x

x

22

3
x

=                      

cot cot30
3
2

2

3 60
1
2
3
2

1
3

3
3

 = = = = = = =
n»I\¶

®MI£¶

n»I\¶

®MI£¶

x

x

x

x
 

x

045

045

x x    2

x

030

060

3

030

060

2
x

2
x

x

2
x
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 زاویه های حادۀ یک مثلث قائم الزاویه باشند، نشان دهید:  و گر نسبت های مثلثاتی این سه زاویۀ معروف را باید حفظ باشیم: ا
همان طور که می بینید، سینوس و کسینوس 
یکدیگرند.  شدۀ  جابه جا   60 و  30

تانژانت و کتانژانت این دو زاویه  نیز همین 
وضع را دارند. کلاً در مورد هر دو زاویه  که 
وضعیت  همین  می شود،   90 جمعشان

برقرار است. مثال روبه رو را ببینید.

α

α

α

α

α

30 45 60
1
2

2
2

3
2

3
2

2
2

1
2

3
3 1 3

3 1 3
3

  

sin

cos

tan

cot

cos sinαα ββ== ب(    sin cosαα ββ==   الف( 

 cot tanαα ββ== د(    tan cotαα ββ==   ج( 

 شکل روبه رو را ببینید.

b

a 

a

c
b  

حالا نسبت های مثلثاتی لازم در هر قسمت را تشکیل می دهیم:

 )الف
sin

cos

α
α

β
β

= =

= =









®MI£¶Í±òÏ¼ö

oU» Ï¼ö

n»I\¶Í±òÏ¼ö

oU» Ï¼ö

a
c

a
c

⇒ =sin cosα β  )ب 
cos

sin

α
α

β
β

= =

= =









n»I\¶ Í±ò Ï¼ö

oU» Ï¼ö

®MI£¶ Í±ò Ï¼ö

oU» Ï¼ö

b
c

b
c

⇒ =cos sinα β  

 )ج
tan

cot

α
α
α

β
β
β

= =

=

®MI£¶ Í±ò Ï¼ö

n»I\¶Í±òÏ¼ö

n»I\¶ Í±ò Ï¼ö

®MI£¶Í±ò

a
b

ÏÏ¼ö

=










⇒ =
a
b

tan cotα β  )د 
cot

tan

α
α
α

β
β
β

= =

=

n»I\¶Í±òÏ¼ö

®MI£¶Í±òÏ¼ö

®MI£¶Í±òÏ¼ö

n»I\¶Í±ò

b
a

ÏÏ¼ö

=










⇒ =
b
a

cot tanα β  

جمع بندی متمم ها! درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.

90 شود، آن گاه  باشند، یعنی جمعشان زاویۀ حاده متمم یکدیگر  گر دو  ا  
با کتانژانت  با کسینوس دیگری برابر است و تانژانت هر یک  سینوس هر یک 

دیگری: 

 α β

α β

α β

α β

α β

+ = ⇒

=

=

=

=













90

sin cos

cos sin

tan cot

cot tan

 

:α  این طوری هم می توانستم برایتان بگویم که برای هر زاویۀ حاده مانند 

sin( ) cos

cos( ) sin

tan( ) cot

cot( ) ta

90

90

90

90









− =

− =

− =

− =

α α

α α

α α

α nnα

 

 tan cot23 77  ب(    sin cos11 79    الف( 

 tan .tan1 89 1   د(    sin cos45 45    ج( 

متمم  واقع  در  و   90 می شود جمعشان   79 و  11 است. درست  الف(   
یکدیگرند. پس سینوس یکی با کسینوس دیگری برابر می باشد.

. باید می گفت: 77 67 نه ب( درست نیست. متمم23 می شود
tan cot23 67 =  

45 متمم خودش است! اصلاً بلدیم که: ج( درست است.

sin cos45 45 2
2

 = =  

90 و در واقع متمم یکدیگرند.  89 جمعشان می شود  1 و د( درست است.

می توانیم  و  است  تانژانت  عکس  کتانژانت  طرفی  از   . tan cot1 89 = پس

tan و در نتیجه: 
tan

1 1
89





= ، پس cot
tan

89 1
89





= بنویسیم 

tan .tan1 89 1  =  
60 را راحت تر می توانید حفظ کنید. بد نیست با یک مثال خودتان را محک بزنید! 45 و  ، 30حالا که داستان متمم ها را یاد گرفتید، نسبت های مثلثاتی زوایای

 مقدار عددی عبارت های زیر را به دست آورید.

 sin cos sin cos45 45 60 30    ب(     tan tan
tan tan
60 30

1 60 30

 

 

−−
++

الف( 

 

)الف tan tan
tan tan
60 30

1 60 30

3 3
3

1 3 3
3

3 3 3
3

1 3
3

2 3
3
2

3
3

 

 

−
+

=
−

+ ×
=

−

+
= =   

)ب sin cos sin cos ( )( ) ( )( )45 45 60 30 2
2

2
2

3
2

3
2

2
4

3
4

5
4

   + = + = + =  
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و  cosαα == 1
3 گر »ا دید:  را  سؤال  این  کتاب،  یک  در  دانش آموزی  cos) است.  )α n cosn همان α sin) است. )α n sinn همان α  

cot) است. تامام! )α n cotn همان α tan) است. )α n tann همان α  

sin) نیست! )α n sinαn همان  

و  (tan )α n  ، (cos )α n همان  هم   cotαn و  tanαn  ، cosαn

cot) نیستند. )α n

) انجام می شود، روی  )α  کلاً هر عملی که روی زاویۀ جلوی نسبت مثلثاتی

خود نسبت مثلثاتی انجام نمی شود. تامام!

چه  با  برابر   cos4 و  cos2  ، cos3 ، cos( )αα ββ++ باشد،  cosββ == 2
3

اعدادی هستند؟« این دانش آموز، در جواب سؤال بالا نوشت:

cos( ) cos cos

cos (cos ) ( )

αα ββ αα ββ

αα αα

++ == ++ == ++ ==

== == ==

1
3

2
3 1

1
3

1
27

3 3 3
 

cos (cos ) ( )2 2 22
3

4
9ββ ββ== == ==  

cos cos ( )4 4 4 2
3

8
3ββ ββ== == ==  

آیا جواب های دانش آموز درست هستند؟

cos (cos ) ( )2 2 22
3

4
9β β= = =  فقط یکی از جواب های دانش آموز درست است: 

بقیۀ جواب ها جفنگیات مهمل هستند! در حالت کلی، یک نسبت مثلثاتیِ مجموع )یا تفاضل( دو زاویه  با مجموع )یا تفاضل( همان نسبت مثلثاتیِ دو زاویه  مساوی نیست. نمونه اش 
. cos( ) cos cos30 30 30 30   + ≠ + )cos اما می بینید که ) cos30 30 60 1

2
  + = = . مثلاً cos( ) cos cosα β α β+ ≠ + همین کسینوس؛ در حالت کلی،

α به توان 3 می رسد، بعد کسینوس زاویۀ حاصل  . یعنی اول زاویۀ (cos )α 3 )cos است نه )α3 cosα3 هم باید خدمتتان عرض کنم که این عبارت، در مورد
. مگر شهر هِرت است  4cosβ cos4β را هم که نمی دانم این دانش آموز گُل ما روی چه حسابی نوشته cos3α است.  ، (cos )α 3 محاسبه می شود. نمایش دیگر

که عدد از جلوی کسینوس بپرد پشتش؟!

مساحتمثلث

4

5

030

گر طول ارتفاع و قاعدۀ نظیر آن را در یک مثلث بدانیم، مثل آب خوردن  مساحت متوازی الاضلاع روبه رو را بیابید.   ا
مساحت مثلث را پیدا می کنیم:

a 

h     S a h== ⋅⋅1
2  

زاویۀ  از یک مثلث و  ندانیم، چه کنیم؟! وقتی طول دو ضلع  را  این ها  گر  ا  
بین آن ها را داریم، باز می توانیم مساحت مثلث را مثل آب خوردن پیدا کنیم. 
h و در نتیجه  b= sinα ، برابر می شود با a در شکل زیر، ارتفاع وارد بر ضلع

می توانیم بگوییم:

a 
a

b    S ab== 1
2 sinαα  

در سینوس  دو ضلع، ضرب  نصف حاصل ضرب  مثلث می شود  مساحت  یعنی 
زاویۀ بین آن ها.

 قطر متوازی الاضلاع آن را به دو مثلث هم مساحت قسمت می کند:

4

5

030
مساحت یکی از مثلث ها، می شود: 

S= × × × =1
2 4 5 30 5sin   

پس مساحت متوازی الاضلاع، می شود:
S

®¨
= × =2 5 10  

 ،α b و زاویۀ حادۀ a و با اضلاع باشد که مساحت متوازی الاضلاع  یادمان  کلاً 
S ab== sinαα می شود:  

 به کمک مثلثات، مساحت 6ضلعی منتظم با ضلع 3 واحد را بیابید.

120 می باشد. دقت کنید که در هر nضلعی محدب، مجموع زاویه های   در شش ضلعی منتظم، تمام اضلاع با هم برابرند و هر یک از زاویه های داخلی نیز برابر با
60 تقسیم می شود و می توانیم بگوییم 6 مثلث ایجاد شده  120 به دو زاویۀ ) است. با رسم قطرهای شش ضلعی منتظم، هر زاویۀ )n − ×2 180 داخلی برابر

12 می شود: absinα متساوی الاضلاع هستند. مساحت یکی از این مثلث ها طبق فرمول

060
3

3
   12 3 3 60 9

2
3
2

9 3
4× × × = × =sin   

پس مساحت شش ضلعی منتظم می شود:
S= × =6 9 3

4
27 3
2  

S است. a
=

2 3
4 h و مساحت برابر a= 3

2 نکته! در حالت کلی، در هر مثلث متساوی الاضلاع به ضلع a، ارتفاع برابر
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قانون سینوس ها در شکل زیر، دو طناب که یکی از آن ها ۵ متر است، وزنه ای را در حال 

در مثلث زیر، مساحت مثلث را به سه طریق می توانیم بنویسیم: 

a 

b

A

B

c

C

S bc A ac B ab C= = =1
2

1
2

1
2sin sin sin

 

12 تقسیم کنیم، رابطۀ زیبای زیر به دست می آید:  abc گر سه عبارت آخر را بر ا
sin sin sinA
a

B
b

C
c   

این قانونِ سینوس ها است و می گوید نسبت سینوس هر زاویه  از مثلث به طول 
ضلع روبه روی آن، مقداری ثابت می باشد. 

 (sin )37 0 6  / تعادل نگه داشته اند. طول طناب دیگر چند متر است؟ 

x 5

030 037  

 رابطۀ سینوس  ها می گوید: 

sin sin30
5

37
1
2
5

0 6 0 6 5
1
2

6
 

= ⇒ = ⇒ =
×

=
x x

x
/ /

 

کتابمحترمدرسی

گر اندازۀ یک زاویۀ حاده کم شود و به صفر نزدیک شود، سینوس، کسینوس و تانژانت آن به ترتیب به چه اعدادی نزدیک می شوند؟246 ا

4( صفر- صفر- یک 3( یک- صفر- یک  2( صفر- یک- صفر  1( صفر- صفر- صفر 
کدام نادرست است؟247

sin cos28 62 = )4   tan tan27 28 < )3   cos cos26 27 < )2  sin sin25 26 < )1
کدام نادرست است؟248

 3
3 25< tan  )4   tan40 1 < )3   cos80 3

2
 < )2  sin20 1

2
 < )1

sin برابر است با:249 cos
tan cos

75 45
60 15

 

 

حاصل

3
3 )4   6 )3   6

2 )2  6
6 )1

کدام گزینه نادرست است؟250

tan
tan

3 1
87





= )4   tan tan2 88 = )3   sin cos49 41 = )2  sin cos1 89 = )1

یک هواپیما در حال فرود آمدن با زاویۀ 30 درجه نسبت به ابتدای باند یک فرودگاه است. وقتی هواپیما در 3400 متری باند فرودگاه است، تقریباً در چه ارتفاعی از 251

سطح زمین قرار دارد؟

4( 2500 متر 3( 2000 متر  2( 1000 متر  1( 500 متر 
)کتابدرسی(252 ، مساحت مثلث ABC در شکل زیر کدام است؟ sin75 0 96  / با فرض

7 2/ )1
7 3/  )2
14 4/ )3

5

3

A

B C
075

 14 6/ )4
253 sin53 0 8  / گر طول یکی از طناب ها 30 متر باشد، با فرض در شکل مقابل، یک بالن اطلاع رسانی توسط دو طناب به زمین بسته شده است. ا

)کتابدرسی( طول طناب دوم چند متر است؟

52 )2   55 )1

تر
3 م

0

030053
 45 )4   48 )3

کنکورهایاخیر

)تجربیخارج96(254 8 واحد است. این دو قطر با زاویۀ 60 درجه متقاطع هستند. مساحت این متوازی الاضلاع کدام است؟ 3 اندازۀ دو قطر از متوازی الاضلاع 12 و

72 )4  64 )3  54 )2  48 )1
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)تجربیخارج92(255 c باشد، اندازۀ ضلع متوسطa کدام است؟  5 b و  8 گر مساحت مثلثABC برابر 16 واحد مربع است. ا

 5 2 )4   3 5 )3   41 )2   39  )1

40 است. ارتفاع 256 45 و 35 متر از پای ستونی که بر روی آن مجسمه ای قرار دارد، ایستاده است. زاویۀ رؤیت انتها و ابتدای مجسمه با سطح افق ناظری به فاصلۀ

)ریاضیخارج94(  (tan )40 0 8  / مجسمه کدام است؟

7 2/ )4  7 )3   6 4/ )2  6 )1

تستهایبیشتر

tanC کدام است؟ 257 Aدر شکل روبه رو،

B C
045

4 5
  8

5 )2    8
17 )1

 45 )4    17
5 )3

طول وتر یک مثلث قائم الزاویه 10 سانتی متر و تانژانت یکی از زاویه های آن 3 است. مساحت مثلث چند سانتی متر مربع است؟258

30 )4  20 )3  15 )2  10 )1
sinαα باشد، محیط ذوزنقۀ روبه رو کدام است؟ 259 == 0 6/ گر ا

a
6

7

 38 )2   30 )1
51 )4   44 )3

گر او بخواهد بدون حرکت دادن چشمانش )!( نوک درخت را ببیند، باید سرش را260  فردی با قد 180 سانتی متر روبه روی یک درخت و به فاصلۀ 8 متر از آن ایستاده است. ا

 (tan )26 0 48� � / 26 درجه از حالتی که به روبه رو نگاه می کند، به بالا حرکت دهد. ارتفاع درخت تقریباً چند متر است؟

 18 46/ )4   5 64/ )3   4 84/ )2   3 84/ )1
θθ باشد، کدام یک بزرگ تر است؟261 == 5 گر ا

 sinθ )4  sin2θ )3   sin2 θ )2  sinθ2 )1

55 است؟262 sin چند برابر cos tanA A A   در مثلث قائم الزاویۀ روبه رو، حاصل عبارت

16
6

A

B C

  71
192 )2   73192 )1

 53
113 )4    54

113 )3

34 است. محیط این مثلث چند سانتی متر است؟263 طول وتر یک مثلث قائم الزاویه 12 سانتی متر و سینوس یکی از زاویه های آن

 21 3 7+ )4   21 7+ )3   14 3 7+ )2  14 7+ )1
xy کدام است؟264 x) باشد، مقدار y) sin (x y) cos++ −− −− ==2 2 2 230 60 3  گر ا

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
در مثلث روبه رو، کدام گزینه درست است؟265

D

15

x y

z

A

B C
060030

 y = 7 5 3/ )2   x = 7 5/  )1

 x z+ =12 3 )4   z =5 3  )3

C باشد، کدام مطلب درست است؟ 266  tan50 B و  cos70 ،A  sin12 گر ا

B A C< < )4   C B A< < )3   A C B< < )2  A B C< < )1
2 چه قدر است؟267 3sin cosαα ββ++  دو زاویه  هستند. بیشترین مقدار عبارت  و

6 )4  5 )3  4 )2  3 )1
حاصل کدام یک از عبارت های زیر از بقیه بزرگ تر است؟268

 cos ( ) sin ( )2 270 70 − )4   sin ( ) cos ( )
tan ( )

2 2

2
70 70

60

 



− )3   tan( ) tan( )
tan( ) tan( )
60 30

1 60 30

 

 

−

+
)2  2 30 2 30

2 45 3 60

2

2
cos ( ) sin( )
tan( ) cos ( )

 

 

−

+
)1
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تستهایبیشترتر!

 درجه بلند کند. او یک سر میله را روی زمین به دیوار تکیه می دهد و سر دیگر میله را269  فردی با قد 2 متر می خواهد میله ای به طول 3 متر را که روی زمین قرار دارد. با زاویۀ 

 درجه شود. او چند متر به سمت دیوار حرکت کرده است؟ تا قد خود بالا می آورد. سپس آن قدر به سمت دیوار حرکت می کند تا زاویۀ میله با سطح زمین 

 5 3−
tanα

)4   5 2−
tanα

)3   3 5−
tanα

)2  5 2−
tanα

)1

270  گر زاویۀ بین در و دیوار میله ای فلزی داریم که می خواهیم برای باز نگه داشتن یک در طبق شکل روبه رو از آن استفاده کنیم. ا

شده باشد، نسبت طول میله به عرض در، کدام است؟ 

  sin α2 )2   sinα )1

 2 2sin α )4    2sinα )3
کدام یک از مقدارهای زیر می تواند باشد؟271 باشد،  tan5 1αα >> sin2 و 1

2αα << گر ا

 8 )4   12 )3   16 )2  20 )1
tan برابر است با: 272 tan tan ... tan1 2 3 89    حاصل

90 )4  89 )3  1 )2 1( صفر 
گر تانژانت یکی از زاویه های حادۀ این مثلث 8 باشد، طول ضلع دیگر زاویۀ 273 در یک مثلث قائم الزاویه، طول یکی از دو ضلع زاویۀ قائمه که بزرگ تر است، 5 می باشد. ا

قائمه چند است؟

125/ )4   0 825/ )3   0 625/ )2  0 125/ )1

 بین کدام زاویه ها قرار دارد؟274 sinθθ باشد، زاویۀ == 2
3 گر ا

4( 60 و 90 درجه 3( 45 و 60 درجه  2( 30 و 45 درجه  1( صفر و 30 درجه 
)cos کدام است؟ 275 )αα ββ++ ، مقدار sin γγ == 2

3 αα باشد و ββ γγ++ ++ == 90 گر ا

5
3 )4   23 )3   19 )2  13 )1

50 باشد، حاصل کدام گزینه بزرگ تر است؟276 80 << <<αα گر ا

 cosα )4   sinα )3   cosα )2  sinα )1
10 باشد، حاصل کدام گزینه بزرگ تر است؟ 277 40 << <<αα گر ا

 sin2α )4   cosα )3   cosα )2  sinα )1
cosββ باشد، کدام مطلب درست است؟ 278 >> 0 8/ sinαα و << 0 7/ گر  دو زاویۀ حاده اند. ا  و

α هیچ وقت قائمه نمی شود. β+ )4   α β+ >90 )3   45 90 < <β )2  45 90 < <α )1
یک شناگر در حال نزدیک شدن به ساحل است. وقتی او در یک نقطه برای استراحت توقف می کند، بالای یک برج را که نزدیک ساحل است، تحت زاویۀ 30 درجه می بیند 279

و هنگامی که 34 متر دیگر به طرف ساحل شنا می کند، بالای برج را تحت زاویۀ 60 درجه می بیند. ارتفاع برج تقریباً چند متر است؟ )پایین برج، هم سطح با دریاست.(

34 )4  30 )3  26 )2  25 )1
گر در این 280 نردبانی به دیوار تکیه داده شده طوری که زاویۀ آن با سطح زمین 45 درجه است. از قضا )!( پای نردبان می لغزد و 30 سانتی متر از دیوار دور می شود. ا

حالت، زاویۀ نردبان با سطح زمین 30 درجه باشد، طول نردبان تقریباً چند متر است؟

 2 3/ )4  2 )3   1 5/ )2  12/ )1
از درون یک قایق نزدیک ساحل، دو ساختمان که در راستای ساحل و به فاصلۀ 200 متری از یکدیگر قرار دارند، دیده می شود. اگر خطوطی که هر کدام از آن دو ساختمان 281

را به قایق وصل می کنند، با راستای ساحل، زاویه های 30 و 45 درجه بسازند، فاصلۀ قایق تا ساحل تقریباً چه قدر است؟

 80 )4  75 )3  72 )2  68 )1
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دایرۀمثلثاتی

AB را روی دایره  مشخص می کند. این زاویه  که اضلاع آن  AOB کمان زاویۀ
شعاع هایی از دایره  است و رأس  آن روی مرکز دایره  قرار دارد، یک زاویۀ مرکزی 

A

B

O

AB
محسوب می شود. 

گر محیط دایره ای را به 360 قسمت مساوی تقسیم کنیم، اندازۀ زاویۀ مرکزی  ا

۱0

 .1 روبه روی هر کدام از این کمان ها 1 درجه است:

اندازۀ هر کمان، با زاویۀ مرکزی روبه روی آن کمان برحسب درجه برابر است. 

دایره ای است که: اولاً شعاع آن 1 واحد است، ثانیاً جهت دار است. جهت مثبت این 
y

x

1

-1

دوماول

سوم 1-چهارم 1

+

-

دایره )جهت مثلثاتی(، برخلاف گردش عقربه های 
ساعت است )پادساعتگرد(، راستی، ما عادت داریم 
دایرۀ مثلثاتی را ببریم در دستگاه مختصات و مرکز 
کار،  این  با  قرار دهیم.  را روی مبدأ مختصات  آن 

دایره 4 ناحیه )ربع( پیدا می کند.
این  از  گر  ا است،   A( , )1 0 نقطۀ مثلثاتی،  زاویه های  ایجاد  برای  حرکت  مبدأ 
زاویۀ برسیم،   B مثل نقطه ای  به  و  کنیم  دوران   O دایره مرکز  حول  نقطه، 

گر گردش ما پادساعتگرد بوده باشد، این زاویه  AOB ایجاد می شود. حالا ا

گر گردش ما ساعتگرد  مثبت و ا

بوده باشد، این زاویه منفی است. 
هم  دور  یک  از  بیش  راستی، 

بچرخیم! می توانیم 

A

B

O
O

B

A

زاويۀ مثبتزاويۀ منفی

را  درجه   710 و  76۵  ، 560  ، 165 ،210  ، 450  ، 270 زاویه های  

نشان دهید.
 از چپ به راست، ببینید:

− × +( )2 360 10
دو دور ساعتگرد + 
10 درجه پادساعتگرد

( )2 360 45× +

دو دور + 45 درجه 
پادساعتگرد

− − −360 180 20
یک دور + نیم دور 
+ 20 درجه ساعتگرد

− +180 15
نیم دور ساعتگرد + 
15 درجه پادساعتگرد

180 30+

نیم دور + 30 درجه 
پادساعتگرد

− ×( )5 90
پنج ربع دور 

ساعتگرد

− ×( )3 90
سه ربع دور 

ساعتگرد

نسبتهایمثلثاتیدردایرۀمثلثاتی

گر  در مثلث قائم الزاویه، نسبت های مثلثاتی را برای زوایای حاده )بین صفر و 90 درجه( تعریف کردیم. برای بقیۀ زاویه ها چه کنیم؟ ا
=sinα که چون شعاع  y

r
زاویه های حادۀ ربع اول را در نظر بگیریم، می توانیم تعریف قبلی را معادل سازی کنیم. مثلاً در شکل روبه رو،

=cosα می رسیم.  x ، به r =cosα که چون1= x
r

=sinα می رسیم یا y r است، به دایره1=

P را بیابید.  P(x,y) باشد،  در شکل روبه رو، مختصات نقطۀ α به صورت گر مختصات نقطۀ انتهای کمان روبه رو به زاویۀ ا
α به صورت زیر تعریف می شوند: نسبت های مثلثاتی

sinαα == y  

y

x
a

y

x

P(x,y)cosαα == x  

tanαα == yx  

cotαα == xy  

=α و طول  30 P با سینوس زاویۀ  عرض نقطۀ
=α برابر است با:  30 P با کسینوس زاویۀ نقطۀ

  x yP P= =cos , sinα α  

P(x,y) P(cos ,sin ) P( , )= =30 30 3
2

1
2

 

 

دوران  پادساعتگرد  درجه   α مثلثاتی، دایرۀ  مرکز  را حول   A( , )1 0 نقطۀ گر  ا
P(cos خواهد بود. ,sin )α α دهیم، مختصات نقطۀ جدید به صورت

y

x
ar=

1

1

y

x

P
1

030
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 شعاع دایرۀ زیر، 1 است. مشخص کنید هر یک از عبارت های زیر، با طول کدام یک از پاره خط هایی که در شکل مشاهده می شود، مساوی است؟
A

B

C

DO
a

  tan ج(    cos ب(    sin الف( 

 1
tan و(    1

cos ه (    1
sin د( 

گر خطی بر دایره مماس کنیم،  OC شعاع است. همیشه ا AB مماس بر دایره و AB عمود است، چون OC بر  ابتدا دقت کنید که
شعاعی که به نقطۀ تماس وارد می شود، بر خط مماس عمود است. حالا از مثلث های قائم الزاویۀ روی شکل، نهایت استفاده را می کنیم.

A

B

C

DO
a

b 1

 

OCD CD
OC

CD CDâ¾Ä»Hq²H´GI¤W±X¶ :sin sinα α= = ⇒ =1 الف(  

OCD OD
OC

OD ODâ¾Ä»Hq²H´GI¤W±X¶ :cos cosα α= = ⇒ =1 ب( 

OBC BC
OC

BC BCâ¾Ä»Hq²H´GI¤W±X¶ :tan tanα α= = ⇒ =1 ج( 

OAC OC
OA OA OA

OAâ¾Ä»Hq²H ´GI¤ W±X¶ :cos sin
sin

β α
α

= = ⇒ = ⇒ =1 1 1 د( 

β متمم اند و در نتیجه سینوس یکی با کسینوس دیگری مساوی است. α و  دقت کنید که

OBC OC
OB OB

OBâ¾Ä»Hq²H´GI¤W±X¶ :cos
cos

α
α

= = ⇒ =1 1 ه (  

OAC AC
OC

AC AC ACâ¾Ä»Hq²H´GI¤W±X¶ :tan
tan

β
α

= = = ⇒ =1
1 و(  

β متمم اند و در نتیجه تانژانت یکی با کتانژانت یا عکس تانژانت دیگری مساوی است. α و  دقت کنید که

نسبتهایمثلثاتیزوایایمرزی

180 را بیابید. مثلثاتی  نسبت های مثلثاتی نسبت های  دارین،  دوست  کی  هر  جون  التماسن،  خواهشن،  لطفن، 
زاویه های مرزی )مضارب صحیح 90 درجه( را حفظ نکنید! با توجه به تعریف 

که  نقطه ای  مختصات  و  مثلثاتی  نسبت های 
از کم تر  در  شده،  واقع  آن  روی  کمان   انتهای 
5 ثانیه می توان نسبت مثلثاتی موردنظر را پیدا کرد!

 (0,-1)

(0,1)

(1,0)(-1,0)

 انتهای کمان روبه روی180 این جاست: 
) است. پس: , )− 1 0 مختصات این نقطه

sin , cos180 0 180 1 = = = = −y x  

tan , cot180 0
1 0 180 1

0
 = =

−
= = −y

x
½kzº þÄo÷U  

270 را بیابید.  نسبت های مثلثاتی

sin , cos270 1 270 0 = = − = =y x ) است، پس:  , )0 1− 270 این جاست:  مختصات این نقطه  انتهای کمان روبه روی

tan , cot270 1
0 270 0

1 0 = = − = =
−
=y

x
x
y

½kzº þÄo÷U  

A را بیابید. == ++ ++sin (cos )(cos ) cot90 540 360 450     حاصل عبارت

.A = + − + =1 1 1 0 0( )( )  با توجه به شکل های زیر،

cot450 0
1 0 = =cos360 1 = =xcos540 1 = = −xsin90 1 = =y
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علامتنسبتهایمثلثاتی

به کمک واژۀ مخفف هستک، می توانیم علامت نسبت های مثلثاتی را در چهار ناحیه 
سينوس مثبتحفظ باشیم!

تانژانت

(و كتانژانت) مثبت

همه مثبت

كسينوس مثبت

س

تک

 

ها )نواحی اول و چهارم( مثبت و در سمت چپ  y x در سمت راست محور
آن )نواحی دوم و سوم( منفی است. 

ها )نواحی اول و دوم( مثبت و پایین آن )نواحی سوم و  x y در بالای محور
y

x

x >0
y>0

x>0
y>0

x>0
y >0

x >0
y >0

sin>0
cos >0
tan >0
cot >0

sin>0
cos>0
tan>0
cot>0

sin >0
cos >0
tan>0
cot>0

sin >0
cos>0
tan >0
cot >0

چهارم( منفی است. 
تعریف  گرفتن  نظر  در  با  حالا 
علامت و  مثلثاتی  نسبت های 
y در هر ناحیه، علامت  x و
نواحی  در  مثلثاتی  نسبت های 

چهارگانه به دست می آید.

sin باشد، نقطۀ انتهای کمان  cosαα αα++ >> 0 sin و tanαα αα⋅⋅ <<3 0 گر  ا

 در کدام ناحیه از دایرۀ مثلثاتی قرار دارد؟ روبه رو به زاویۀ

به   sin tanα α3 0< tanα است. پس tan3α همان علامت  علامت
α در ناحیۀ دوم  این معنی است که سینوس و تانژانت مختلف العلامت اند. یعنی
یا سوم قرار دارد. از طرفی جمع سینوس و کسینوس مثبت شده است. این در 
sin می تواند مثبت شود. cosα α+ α باید در ربع دوم باشد که در آن sin حتماً منفی می شود )هر دو منفی اند(، پس cosα α+ حالی است که در ناحیۀ سوم،

روشمثلثخوشگل

دایرۀ  سوم  ناحیۀ  در    روبه روی کمان  انتهای  و   sinαα == −− 23 گر ا بعضی وقت ها مقدار یکی از نسبت های مثلثاتی زاویه ای را داریم و مقدار بقیۀ  
نسبت های مثلثاتی آن را می خواهیم. یک راه برای این کار، استفاده از اتحادهای 

مثلثاتی است که جلوتر می خوانیم. در این جا یک روش ساده تر یاد می گیریم.
بی خیال  را  آن  منفی  علامت  موقتاً  بود،  منفی  شده  داده  نسبت  گر  ا  :1 گام 

می شویم. سپس یک مثلث قائم الزاویۀ خوشگل می کشیم و طول دو ضلع آن را 
طوری انتخاب می کنیم که دادۀ مسئله تأمین شود.

که  را  نسبتی  هر  و  می کنیم  پیدا  را  مثلث  سوم  ضلع  فیثاغورس،  با   :2 گام 

خواستیم می نویسیم. 
گام 3: با توجه به این که انتهای کمان در کدام ناحیه قرار دارد، علامت نسبت های 

مثلثاتی موردنظر را اصلاح می کنیم.

 را بیابید. مثلثاتی باشد، سایر نسبت های مثلثاتی

 
− بی خیال می شویم. سینوس، ضلع مقابل به وتر  23 گام 1: علامت منفی را در

 α است. پس یک مثلث قائم الزاویه می کشیم طوری که وتر آن 3 و ضلع مقابل
در آن 2 واحد باشد. 

 
x

۲
۳

a  
گام 2: با فیثاغورس، ضلع سوم مثلث را پیدا می کنیم:

x x2 2 22 3 5+ = ⇒ =  
حالا در شکل بالا داریم:

cos , tan , cotα α α= = = =5
3

2
5

2 5
5

5
2  

−=cosα و تانژانت و کتانژانت آن مثبت است. یعنی همان مقادیری که نوشته ایم. 5
3 α در ناحیۀ سوم قرار دارد، کسینوس آن منفی است: گام 3: چون

مضاربزوج180درکمان

انتهایی آن ها بر هم منطبق  β را هم انتها گوییم هرگاه اضلاع  α و  دو زاویۀ
شود، در این صورت، هر کدام از نسبت های مثلثاتی دو زاویه  با یکدیگر مساوی 

است. اما از کجا بفهمیم دو زاویه  هم انتها هستند یا نه؟
برای واقع،  در  است.   180 از زوجی  مضرب  هم انتها،  زاویه های   اختلاف 
180 را  α، کافی است مضارب زوج به دست آوردن زاویه های هم انتها با زاویۀ
180، همان مضرب های صحیح α اضافه کنیم. دقت کنید که مضارب زوج به

360 هستند.

گفتیم نسبت های مثلثاتی زاویه های هم انتها، با یکدیگر مساوی اند. این مطلب 
360 با زاویۀ  گر در یک زاویه، مضارب صحیح را این گونه هم می توانیم بگوییم: ا

دیگری جمع یا تفریق شده بود، می توانیم آن مضارب را حذف کنیم.

مثلاً:

sin sin( ) sin405 360 45 45 2
2

� � � �
�= + = =
ýme
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030

0-330
x

y

030

0750
x

y

030

03۹۰
x

y

− + = −360 30 330  

cos( ) cos− =330 30 

( )2 360 30 750× + =  

tan tan750 30 =

360 30 390  + =

sin sin390 30 =

 
محورهایمثلثاتی

)یا   تانژانت  مثلثاتی،  محورهای  کمک  به  چگونه 
α را مشخص کنیم؟ کتانژانت( یک کمان مثل

α به مرکز دایره وصل می کنیم و  انتهای کمان از 
خط حاصل را امتداد می دهیم تا به محور تانژانت 
مثل محورهای  داستان  بقیۀ  برسیم.  کتانژانت(  )یا 

سینوس و کسینوس است!

و  سینوس  مثلثاتی،  محورهای  کمک  به  چگونه 
α را مشخص  کنیم؟ کسینوس یک کمان مثل

α، بر محور سینوس )یا کسینوس(  از انتهای کمان
محور  مبدأ  تا  عمود  پای  فاصلۀ  می کنیم.  عمود 
( را بدون  cosα sinα )یا یعنی مرکز دایره، اندازۀ
پای  گر  ا می کند.  مشخص  علامت  گرفتن  نظر  در 
عمود بالای مبدأ )یا سمت راست آن( باشد، علامت
این صورت  غیر  در  و  مثبت   ) cosα )یا  sinα

منفی است.

محورهای مثلثاتی را ببینید:

B

O A

محور سينوس محور تانژانت

محور كتانژانت

محور كسينوس

 

مبدأ محورهای سینوس و کسینوس: مرکز دایره
 A( , )1 0 مبدأ محور تانژانت:

 B( , )0 1 مبدأ محور کتانژانت:
 به کمک محورهای مثلثاتی، حاصل عبارت های 

زیر را بیابید.

 cos690 د(    cos240 ج(    sin300 ب(    sin150 الف( 

 cot240 ح(    cot150 ز(    tan135 و(    tan225 ه ( 
ها نیز کمک گرفته شده است. x  همه چیز را روی شکل ها به وضوح ببینید! در این مثال ها از زاویۀ ضلع انتهایی زاویه ها با جهت مثبت یا منفی محور 

sin

2
۱

030

0۱۵۰

sin

2
-

060

030۰3

cos060

024۰

2
- 1

cos030
069۰

2
3

sin sin150 30 1
2

 = =

)الف(

sin300 3
2

 = −

)ب(

cos240 1
2

 = −

)ج(

cos690 3
2

 =

)د(

tan

045

0225

1

tan

045

0135

-1

cot

030

- 3

0150

cot

060

0240

3
3

tan225 1 =

)ه (
tan135 1 = −

)و(
cot150 3 = −

)ز(
cot240 3

3
 =

)ح(

به کمک محورهای مثلثاتی، می توان فهمید که در یک بازۀ مشخص، چند زاویه وجود دارد که یک نسبت مثلثاتی موردنظر برابر با عددی مشخص بشود. مثال ها را ببینید.



5657

12 شود؟   در فاصلۀ 0 تا ۵40 درجه، چند زاویه وجود دارد که سینوس آن برابر

12 را روی محور سینوس ها مشخص و از آن عمودی بر این محور رسم می کنیم تا دایرۀ مثلثاتی را در دو نقطه قطع کند. این دو نقطه، محل انتهای   عدد
12 است. بازۀ 0 تا 540 درجه شامل یک دور کامل پادساعتگرد )0 تا 360 درجه( و یک نیم دور پادساعتگرد )360 تا  کمان هایی را نشان می دهد که سینوس آن ها

540sin درجه( می باشد.

2
1

1 دور، 4 بار از نقاط مشخص شده می گذریم. یعنی 4 زاویه ! حتی می توانیم خود زاویه ها را مشخص کنیم:   5/ در این
sin

051۰
2
1

sin

039۰
2
1

     

sin

015۰
2
1

sin

03۰
2
1

 شود؟ 2
2 180 تا 270 درجه، چند زاویه  وجود دارد که سینوس آن برابر  در فاصلۀ

− را روی محور سینوس ها مشخص و از آن عمودی بر این محور رسم می کنیم تا دایرۀ مثلثاتی را در دو نقطه قطع کند. این دو  2
2  عدد

180− تا  180− تا 270 درجه، شامل یک نیم دور ساعتگرد ) − است. بازۀ 2
2 نقطه، محل انتهای کمان هایی را نشان می دهد که سینوس آن ها

0 درجه( و سه ربع دور پادساعتگرد )0 تا 270 درجه( می باشد.

در نیم دور منفی، 2 بار و در سه ربع دور مثبت، 1 بار از این نقاط می گذریم. یعنی 3 زاویه ! 

ü ü ü
می توانیم خود زاویه ها را نیز مشخص کنیم:

sin

0225

sin

0-135

sin

0-45

0 باشد؟ 3/  در فاصلۀ 0 تا 360 درجه، چند زاویه  وجود دارد که کسینوس آن ها برابر

0 را روی محور کسینوس ها مشخص و از آن عمودی بر این محور رسم می کنیم تا دایرۀ مثلثاتی را در دو نقطه قطع  3/  عدد
0 می شود. در فاصلۀ 0 تا 360 درجه یعنی یک  3/ کند. این دو نقطه، محل انتهای کمان هایی را نشان می دهد که کسینوس آن ها

دور کامل پادساعتگرد، 2 بار از این نقاط می گذریم و این یعنی 2 زاویه !
در این مثال، زاویه ها معروف نیستند و نمی توانیم مقدارشان را مشخص کنیم. 

sinx را بیابید. 30 باشد، حدود 120 ≤≤ <<x گر به کمک محورهای مثلثاتی، می توانیم مشخص کنیم که با تغییر زاویه  در یک بازه،  ا
 انتهای کمان های فاصلۀ 30 تا 120 درجه را روی دایره یک نسبت مثلثاتی موردنظر، چه مقادیری را اختیار می کند. مثال ها را ببینید.

پررنگ می کنیم. سپس قسمت پررنگ شده را روی محور 
، sin sin30 1 ≤ ≤x با توجه به شکل روبه رو، sin را نشان می دهد.  x  سینوس ها تصویر می کنیم. تصویر روی محور سینوس ها، حدود 

. 12 1≤ ≤sin x یعنی
cosx را بیابید. −− باشد، حدود ≤≤ <<45 60 x گر  ا

] است، روی دایره پررنگ و آن را روی محور  , )0 60 ] و , )−45 0 ] را که اجتماع , )−45 60   انتهای کمان های فاصلۀ
 . 12 1< ≤cosx ، یعنی cos cos60 1 < ≤x کسینوس ها تصویر می کنیم. با توجه به شکل روبه رو،

sin

2
- 2

cos
0/3

sin

محور سينوس

1
030

030

0120

1
محور كسينوس

060

0-45



5859

؟ tan110 tan100 بزرگ تر است یا tanمحورهای مثلثاتی، برای مقایسۀ نسبت های مثلثاتی نیز مفید است! مثال را ببینید. 

01000110

0tan100

0tan110

tan110 بزرگ تر است. تامام!   با توجه به شکل مقابل،

شیبوتانژانت

در بین نسبت های مثلثاتی، تانژانت یک ویژگی خوشگلی دارد و آن هم این است 
که یک جورهایی با شیب خط ارتباط دارد!

α ساخته  ها زاویۀ x در شکل زیر، خطL را می بینید که با جهت مثبت محور
B دو نقطۀ دلخواه روی این خط اند. شیب خطL برابر است با: A و است.

       

m
y y
x x
B A

B A
=

−
−

 

yB به ترتیب طول  xB و  ،A yA به ترتیب طول و عرض نقطۀ xA و که
کنید، چون نگاه   ABC قائم الزاویۀ مثلث  به  حالا  هستند.   B نقطۀ عرض  و 
α می باشد. در این مثلث، BAC مساوی هاست، زاویۀ x AC موازی محور
AC. با توجه به شکل، طول BC به طول tanα برابر است با نسبت طول

x است. یعنی:  xB A− AC همان y و طول yB A− BC، همان

tanα= =
−
−

=
BC
AC

y y
x x

mB A

B A

Ï¼ö

Ï¼ö

 

خلاصه این که:
ها  x محور مثبت  جهت  با  خط  آن  که  زاویه ای  تانژانت  با  خط  هر  شیب   

می سازد، مساوی است. 

. چون شیب  tanα ١ شیب خط L برابر است با
این  در  است.  مثبت  هم  tanα است، مثبت   L

α حاده است.  حالت،

. چون شیب  tanα ٢ شیب خط L برابر است با
tanα هم منفی است. L منفی است،

α منفرجه است. در این حالت،

ها صفر است. زاویه ای هم که این خطوط با  x  شیب هر خط موازی محور
. tan0 0 = ها می سازند، صفر است. پس x محور

ها بی نهایت است. زاویه ای هم که این  y هم چنین شیب هر خط موازی محور
و  است  بی نهایت   tan90 پس است.   90 می سازند، ها  x محور با  خطوط 

همان طور که قبلاً گفتیم به عنوان عددی حقیقی تعریف نمی شود.

L

a
x

y

L
a

x

y

ها چه زاویه ای می سازند؟ x  هر یک از خطوط زیر با جهت مثبت محور 

) می گذرد. , )4 3 ) و , )1 0 ج( خطی که از دو نقطۀ  y x−− −− ==3 0 ب( خط به معادلۀ  y x== −−3 2   الف( خط به معادلۀ

 
3 بود؟  3 است. تانژانت چه زاویه ای ها می سازد، x ( است. یعنی تانژانت زاویه ای که این خط با جهت مثبت محور x 3 )ضریب الف( شیب این خط

. 60 آفرین!
x است، یعنی 1. بنابراین تانژانت  . حالا شیب این خط ضریب y x= + 3 y را یک طرف تساوی نگه می داریم و بقیۀ جملات را به طرف دیگر می بریم: ب( 

. 45 ها می سازد، 1 است. تانژانت چه زاویه ای 1 بود؟ آفرین! x زاویه ای که این خط با جهت مثبت محور

3 بود؟ 
3 ها می سازد. تانژانت چه زاویه ای x . این همان تانژانت زاویه ای است که خط با جهت مثبت محور 3 0

4 1
3
3

−
−

= ج( شیب این خط برابر است با: 
. 30 آفرین!

x) نیز روی آن خط قرار  معادلۀ خط های زیر را بنویسید. ,y )0 0 m باشد و نقطۀ گر شیب یک خط برابر  ا
y y m−− == −−0 0(x x ) داشته باشد، معادلۀ خط به صورت روبه رو خواهد بود: 
b باشد، معادلۀ خط به صورت m و عرض از مبدأ آن گر شیب یک خط برابر  ا

y خواهد بود. mx b== ++

xها زاویۀ30 بسازد. ) بگذرد و با جهت مثبت محور , )3 2 الف( خطی که از نقطۀ

45 بسازد. ها زاویۀ x ب( خطی که از مبدأ مختصات بگذرد و با جهت مثبت محور

ها با عرض 3 بگذرد و با جهت مثبت محور y ج( خطی که از نقطه ای روی محور

60 بسازد. ها زاویۀ x
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.m = tan30ها می سازد. یعنی x با جهت مثبت محور تانژانت زاویه ای است که خط  m شیب خط است و  y می گیریم. mx b= + را الف( معادلۀ خط   

b )عرض از مبدأ( را به دست آوریم. چون خط از  y می باشد. حالا باید x b= +3
3 m و معادلۀ خط به صورت = 3

3 3 است. پس
3 تانژانت30 هم که

3 بگذاریم، y باید 2 شود: ، x گر در معادلۀ خط به جای ) می گذرد، ا , )3 2 نقطۀ

y x b b b b
x
y

= + = × + ⇒ = + ⇒ = − =
=

=
3
3 2 3

3 3 2 3
3 2 1 13

2
''''''"  

y است.  x= +3
3 بنابراین معادلۀ خط به صورت1

y می گیریم: mx b= + ب( معادلۀ خط را
m = =tan45 1  

y mx b y x b
m

= + = +
=

'''"
1  

y x b b b
x
y= + = + ⇒ =
=
=

''''''"
0
0 0 0 0 ) می گذرد:   , )0 0 b را به دست آوریم. خط از مبدأ مختصات یعنی نقطۀ حالا باید

y است. x= بنابراین معادلۀ خط به صورت
m = =tan60 3 y می گیریم.  mx b= + ج( معادلۀ خط را

y mx b y x b
m

= + = +
=

''''''"
3 3  

) می گذرد: , )0 3 b عرض از مبدأ است و خط هم از نقطۀ . چون b = 3 b را به دست بیاوریم. خود سؤال می گوید حالا باید

y x b b b
x
y

= + = × + ⇒ =
=
=

3 3 3 0 30
3''''''"  

y است. x= +3 3 بنابراین معادلۀ خط به صورت

کتابمحترمدرسی

شیب کدام خط از بقیه بیشتر است؟ 282

53 می سازد. ها زاویۀ y 2( خطی که با جهت مثبت محور 17 می سازد.  ها زاویۀ x 1( خطی که با جهت مثبت محور
130 می سازد. ها زاویۀ x 4( خطی که با جهت منفی محور 63 می سازد.  ها زاویۀ x 3( خطی که با جهت مثبت محور

)کتابدرسی(283  حتماً درست است؟ cosαα باشد، کدام مطلب در مورد == −− 25 گر ا

.90 120 < <α α منفرجه باشد، آن گاه گر 2( ا α در ربع دوم قرار دارد.  1( انتهای کمان مقابل
.120 180 < <α α منفرجه باشد، آن گاه گر 4( ا α در ربع سوم قرار دارد.  3( انتهای کمان مقابل

)کتابدرسی(284  درست است؟ کدام گزینه برای هر زاویۀ دلخواه مانند

θ در ربع چهارم است. sin باشد، cosθ θ< <0 گر 2( ا tanθ هم علامت اند.  sinθ و 1( در ربع سوم،
tanθ بزرگ تر است. cotθ مقدار tanθ و 4( در صورت وجود θ در ربع چهارم است.  sin باشد، cosθ θ< 0 گر 3( ا

)کتابدرسی(285 60 می سازد؟ ) با جهت مثبت محور xها زاویۀ , )1 3 کدام یک از نقاط زیر، روی خطی قرار دارد که با عبور از نقطۀ

( , )−2 0 )4  ( , )0 2 )3  ( , )1 2 3− )2  ( , )− 3 1 )1

)کتابدرسی(286 d کدام است؟ در شکل مقابل، معادلۀ خط

 y x+ =3 3
3 )1

x 

y
d 

0120

-3

  y x+ =3 3 )2

 y x− =3 3 )3

 y x− =3
3 3 )4
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تستهایبیشتر

در شکل مقابل، شعاع دایره 1 واحد است. طول کدام یک از پاره خط های زیر، برابر با هیچ یک از نسبت های مثلثاتی 287

α نیست؟ )سینوس، کسینوس، تانژانت( زاویۀ

  OB )2    AB )1

A

B

C

a
DO

  CD )4    OC )3

1 متر به ارتفاع جاده افزوده 288 7/ ) نشان می دهد. یعنی هر 3 متر که به طور افقی جلو برویم، : )1 7 3/ تابلویی در جاده نصب شده است که شیب جاده را به صورت

می شود. زاویه ای که جاده با افق می سازد، تقریباً چه قدر است؟

 60 )4   45  )3   30 )2  15 )1

ها بزرگ تر از بقیه است؟289 x زاویۀ کدام خط با جهت مثبت محور

 3 3 3x y− = )4   18 10 1x y− = )3   3 17x y− = )2  2 2 51x y− = )1

ها را در نقطه ای با عرض 3 قطع می کند؟290 y 30 می سازد و محور ها زاویۀ x کدام خط با جهت مثبت محور

y x+ =3 3 )4   3 3 3y x− = )3   y x− =3 3 )2  3 3 9y x− = )1

30 می سازد، چه قدر است؟291 ها زاویۀ y شیب خطی که با جهت مثبت محور

 − 3 3 یا )4   − 3
3 3 یا

3 )3   − 3
2 3 یا

2 )2   − 12 12 یا )1

 مناسب است؟292 tan3 باشد، کدام یک از مقادیر زیر برای 1αα >> cos2 و 1
2αα >> گر ا

 30 )4   20 )3   12 )2  10 )1

، آن گاه:293 c  tan1 b و  cos1  ، a  sin1 گر ا

 c b a< < )4   b c a< < )3  a c b< < )2  a b c< < )1

تستهایبیشترتر!

15 می سازد، قرار ندارد؟294 y زاویۀ x کدام نقطه روی هیچ کدام از خط هایی که از مبدأ گذشته و با خط

 ( , )3 1 )4  ( , )3 3 )3   ( , )3 1 )2  ( , )3 3 )1

) باشد؟295 sin )( sin )( sin )4 1 4 3 4 9 02 2 2αα αα αα−− −− −− ==  وجود دارد طوری که چند زاویۀ حاده )بین 0 و 90 درجه( مانند

6 )4  4 )3  3 )2  2 )1

n باشد، آن گاه:296 m و OC به ترتیب OA و گر طول پاره خط های O قائمه است. ا O است. هم چنین مثلثAOC در رأس در شکل زیر، شعاع دایره 1 و مرکز آن

m ncos sinθ θ+ =1)1

q
O

A

B

C

  n mcos sinθ θ+ =1)2
m ncos sinθ θ+ =2 )3

 m ntanθ= )4

m چند مقدار مختلف وجود دارد؟297 . برای sin cos2 3 12αα ββ == ++m  وجود دارند طوری که  و

4( بی شمار  2 )3  1 )2 1( صفر 

)sin برابر است با: 298 )αα ββ++ ، آن گاه sin cosαα ββ
3 4

7
12++ == 0 و 90 ≤≤ ≤≤ββ  ، 0 90 ≤≤ ≤≤αα گر ا

4( مقادیر مختلفی می تواند داشته باشد.   12 )3  1 )2 1( صفر 
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اندازۀ یک زاویۀ حاده کم و به صفر نزدیک شود، سینوس و  246 گر  ا   2 
تانژانت زاویه  هم کم شده و به صفر نزدیک می شوند اما کسینوس زاویه  زیاد شده 

و به 1 نزدیک می شود.
در زاویه های حاده، با افزایش مقدار زاویه ، سینوس و تانژانت زیاد  247   2 

می شوند اما کسینوس کم می شود. پس: 
25 26 25 26   < ⇒ <sin sin  

 26 27 26 27   < ⇒ >cos cos  

27 28 27 28   < ⇒ <tan tan  

62 متمم اند و در نتیجه سینوس یکی  28 و  گزینۀ چهارم هم درست است، چون 
با کسینوس دیگری مساوی است.

248 sin sin sin20 30 20 1
2

  < ⇒ <   4 

 cos cos cos80 30 80 3
2

  < ⇒ <  

tan tan tan40 45 40 1  < ⇒ <  

 tan tan tan25 30 25 3
3

  < ⇒ <  

249 : sin cos75 15 = 15 است و 75 متمم   1 

sin cos
tan cos

(cos )( )

( )(cos )
75 45
60 15

15 2
2

3 15

2
2
3

 

 





= =  

= × =2
2 3

3
3

6
6  

بررسیگزینهها: 250   3 
. sin cos1 89 = 1، پس 89 90  + = 1( درست است:

. sin cos49 41 = ، پس 49 41 90  + = 2( درست است:

. tan
tan

2 1
88





= 2، پس 88 90  + = 3( نادرست است:

. tan
tan

3 1
87





= ، پس 3 87 90  + = 4( درست است:

251 

3400

h
0۳0

بفرمایید:    3 

tan30 3400
3
3 3400

3400 3
3

 = = ⇒ = ⇒ =
®MI£¶

n»I\¶

h h h  

3400 1 7 2000 2000 3
3 1 7

= ×/
/

'''''''''"


  

h = × = × =2000 3 3
3

2000 3
3 2000  

مثلث  252 مساحت   ،S ab= sinθفرمول از  استفاده  با  خب    1  

S= × × × = × × = × =1
2 3 5 75 1

2 15 0 96 15 0 48 7 2sin  / / / می شود: 

شکل ساده تری از مسئله رسم کنیم:  253   3  
BC را پیدا کنیم. باید طول

30

A 

B 

C
030

053
 

طبق قانون سینوس ها داریم:

 sin sin sin sinA
BC

C
AB BC BC

= ⇒ = ⇒ =53 30
30

0 8 0 5
30

  / /
 

⇒ =
×

= × = × =BC m30 0 8
0 5

30 8
5 6 8 48

/
/  

قطرهای متوازی الاضلاع همدیگر را نصف می کنند و شکل زیر را  254   4 
 B Aداریم. مساحت مثلثOBC برابر است با:

C D

O
4   3

6
600

4   3

6

  
1
2 6 4 3 60 12 3 3

2 18× × × = × =sin 

 

وقتی دو قطر متوازی الاضلاع را می کشیم، 4 مثلث با مساحت یکسان ایجاد می شود. 
4 18 72× = پس مساحت متوازی الاضلاع برابر می شود با: 

شکل مثلث را رسم می کنیم:  255   2 

5

A 

B 

C

a

H 

8 مساحت این مثلث 16 واحد سطح شده، پس: 

 S bc A A= ⇒ = ⇒ × × = ⇒ =16 1
2 16 1

2 8 5 16 4
5sin sin sinA  

ABH داریم: BH را رسم کنیم، در مثلث گر ارتفاع ا

 sinA BH
AB

BH BH= ⇒ = ⇒ =4
5 5 4  

.AH = 3 ABH، متوجه می شویم که  با در نظر گرفتن اعداد فیثاغورسی در مثلث 
 .HC AC AH= − = − =8 3 5 پس
حالا در مثلثBHC فیثاغورس می زنیم:

BC BH HC a a2 2 2 2 2 24 5 16 25 41 41= + ⇒ = + = + = ⇒ =  
BC هستیم! 256 در شکل زیر، دنبال   3 

 ABD تمامی زاویه ها را مشخص کرده ایم و این کار به ما فهماند که مثلث قائم الزاویۀ 
متساوی الساقین نیز هست:

A

B

C

35
D

500
50

450

1300

400

  

A B BD AD� � �= = ⇒ = =45 35

 
ADC می نویسیم:  . پس در مثلث قائم الزاویۀ tan40 0 8 = / سؤال چیز خوبی گفته:

 tan40 0 8 35 28 = ⇒ = ⇒ =CD
AD

CD CD/  

BD CD− = − =35 28 7 بنابراین ارتفاع مجسمه برابر است با: 
257 

H

4 5

A

B C
045

بفرمایید:    1 

 AH BH AB AH AHAH BH2 2 2 2 2 22 4 8+ = = ⇒ ==
''''''''''"  

 AH CH AC CH CH2 2 2 2 28 5 17+ = ⇒ + = ⇒ =  

tanC AH
CH

 = = =8
17

8
17  
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258 

x

y
10a

کاری ندارد که:    2 

tanα= ⇒ = ⇒ =3 3 3x
y

x y  

x y y y y2 2 2 2 2 210 3 100 10 100 10+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =( y)  

x y= =3 3 10  

W±X¶ SeIv¶ = = =1
2

1
2 3 10 10 15xy ( )( )  

259 

6
a

7

6

7 x

y

بفرمایید:    2 

sinα= ⇒ = ⇒ =6 0 6 6 10
y y

y/  

x x x2 2 2 26 10 64 8+ = ⇒ = ⇒ =  
ôÃd¶ = + + + + = + + = + + =6 7 7 20 20 10 8 38y x y x  

260 

8

1/8

026
8

x

این جا را ببینید:     3  

tan26 8 0 48 8 3 84� � �= ⇒ ⇒x x x/ /  

Sinj ÌIÿUnH 1 8 3 84 5 64/ / /+ =  
θ2 خواهد بود، 261 25=  2و همچنین 10θ=  θ=5 باشد، گر خب ا   1  

sin2θ هم، چونsinθ بین صفر و  . در مورد sin sin sinθ θ θ< <2 2 پس 
 . sin sin2θ θ< یک است، وقتی به توان 2 می رسد، کوچک تر می شود، یعنی

sinθ2 از همه بزرگ تر است. پس
حساب  262 را   BC ضلع طول  فیثاغورس،  جناب  کمک  به  اول،    1  

می کنیم تا خیالمان راحت شود که همه چیز را داریم. طبق رابطۀ فیثاغورس:

(AB) (BC) ( ) (BC) (AC) (AB)2 2 2 2 2 2 2 216 6+ = ⇒ = − = −AC  

 = − = ⇒ = = × =256 36 220 220 4 55 2 55BC  

16
6

A

B C
2 55

حالا، اصل مطلب: 

sinA
A BC

AC
 = = = =

 ®MI£¶ Í±ò

oU»

2 55
16

55
8  

cosA
A AB

AC
 = = = =

n»I\¶ Í±ò

oU»

6
16

3
8  

tanA
A
A

BC
AB

 = = = =
®MI£¶  Í±ò

n»I\¶ Í±ò

2 55
6

55
3  

بنابراین:

sin cos tanA A A  + = × + = +55
8

3
8

55
3

3 55
64

55
3  

 = 73
192 55  

263 
12

A

B C

   4 

t¼¹Ãw

®MI£¶Í±ò

oU»

®MI£¶Í±ò

®MI£¶Í±ò= ⇒ = ⇒ = × =3
4 12

3 12
4 9  

گر طول  یعنی یکی از ضلع های مثلث، 9 سانتی متر است. حالا طبق رابطۀ فیثاغورس، ا
؛ پس x2 144 81 63= − = x2 و در نتیجه 2 29 12+ = x بگیریم، ضلع دیگر را

. سه ضلع مثلث لو رفت! محیط آن می شود:  x = = × =63 9 7 3 7
9 12 3 7 21 3 7+ + = +  

264   3 

(x y) sin (x y) cos (x y) ( ) (x y) ( )+ − − = + − −2 2 2 2 2 2 2 230 60 1
2

1
2

   

 = + − − = =( ) ((x y) (x y) ) ( xy) xy1
2

1
4 42 2 2  

. xy = 3 سؤال  گفته حاصل عبارت بالا می شود 3، پس

ABD، می نویسیم: 265 : در مثلث قائم الزاویۀ x محاسبۀ   3 

D

15

x y

z

A

B C
060030

 

cos cosB
B BD

AB
x� �= ⇒ = ⇒ =

n»I\¶ Í±ò

oU»

30 3
2 15  

 ⇒ = =x 15 3
2 7 5 3/  

:ABD AD را حساب می کنیم! در همان مثلث قائم الزاویۀ : اول، y محاسبۀ

sin sinB
B AD

AB
AD

 = ⇒ = ⇒ =
®MI£¶ Í±ò

oU»

30 1
2 15  

 ⇒ = =AD 15
2 7 5/  

:ACD حالا در مثلث قائم الزاویۀ

tan tanC
C
C

AD
CD y

� �= ⇒ = ⇒ =
®MI£¶ Í±ò

n»I\¶ Í±ò

60 3 7 5/  

 ⇒ = =
×
×

= =y 7 5
3

7 5 3
3 3

7 5 3
3 2 5 3

/ / /
/  

:ACD : در همان مثلث قائم الزاویۀ z محاسبۀ

sin sinC
C AD

AC z
� �= ⇒ = ⇒ =

®MI£¶ Í±ò

oU»

60 3
2

7 5/  

 ⇒ =
×

= = ×
×

= =z 7 5 2
3

15
3

15 3
3 3

15 3
3 5 3

/
 

فقط گزینۀ )3( حرف درستی می زند!
. می دانیم  266 cos sin70 20 = 20 متمم هستند، پس 70 و چون   1 

و  A = sin12 بین پس  می شود،  زیاد  هم  سینوس  حاده،  زاویۀ  افزایش  با 
 tan tan50 45 > می دانیم  C برای است.  بزرگ تر   B ،B= sin20

می دانیم:  هم  را   tan45 و است(  بیشتر  بزرگ تر،  حادۀ  زاویۀ  تانژانت  )چون 
C از . سینوس که هرگز بیشتر از یک نمی شود، پس C>1پس ، tan45 1 =

.C B A> > B بیشتر است. خلاصه این که A و
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کثر می توانند 1 باشند، پس بیش ترین مقدار این  267 cos حدا sin و   3 
2 یعنی 5 است. 1 3 1( ) ( )+ عبارت

بررسی گزینه ها: 268   2 

1( 2 30 2 30
2 45 3 60

2 3
2 2 1

2
2 1 3 1

2

3
2

2

2

2
cos sin
tan cos

( ) ( )

( ) ( )

 

 

−
+

=
−

+
= 22 1

2 3
4

−

+
 

 = −
+

=6 4
8 3

2
11 0 2

/  

2( tan tan
tan tan ( )( )

60 30
1 60 30

3 3
3

1 3 3
3

2 3
3
1 1

 

 

−
+

=
−

+
=

+
 

 = 3
3

1 7
3 0 6 

/
/  

نداریم. اما لازمش هم  نیستیم  بلد  را در صورت کسر   70 3( نسبت های مثلثاتی
cos2 بزرگ تر است و اختلاف این دو، عددی بین 0 و 1 می باشد.  70 sin2 از 70

 sin cos ( ) ( )2 2 2 260 60 3
2

1
2

1
2 0 5 − = − = = / این اختلاف، نزدیک به 

 0 53 0 2
/

/


) است. پس کل کسر تقریباً )3 32 = می باشد. مخرج کسر هم برابر

0 موجود در گزینۀ )2( کوچک تر است. 6/ می باشد و به هر حال از

a b

c

070

 . 0 70 70< <cos sin  4(حاصل این گزینه عددی منفی است. چون
b c>  

sin70 = b
a

 

cos70 = c
a

 
بفرمایید: 269   3  

3
a2 2

x
5-x32-22= 5

2
مكان اوليۀ

 شخص

 

tan
tan tan

α
α α

=
−

⇒ − = ⇒ = −2
5

5 2 5 2
x

x x  

270 
a
2

l

a
2

2
l
2

lطول ميله :

دهنۀ در(امتداد ديوار)

d: عرض در

   4 

sin sinα α
2

2
2 2 2= = ⇒ =

l

d
l
d

l
d

 

271 sin sin sin2 1
2 2 30 2 30 15α α α α< ⇒ < ⇒ < ⇒ <     3 

tan tan tan5 1 5 45 5 45 9α α α α> ⇒ > ⇒ > ⇒ >    
α نمی تواند 8، 16 یا 20 درجه باشد. 9، پس 15 < <α

تانژانت زاویه هایی که متمم یکدیگرند، عکس هم است: 272   2  

tan
tan

, tan
tan

1 1
89

2 1
88









= =  

 tan
tan

, , tan
tan

3 1
87

44 1
46

�
�

�
��= =  

! که می شود 1. tan45 پس حاصل عبارت موردنظر می شود تعدادی 1 ضرب در

273  β و  α می گیریم.  x را قائمه  زاویۀ  کوچک تر  ضلع  طول    2  
هم زاویه های حادۀ مثلث اند. سؤال گفته تانژانت یکی از زاویه های حاده 8 است، 

5

x
a

b

. از طرفی:   tanβ= 8 =tanα یا 8 یعنی

tanα= = = ⇒ =
®MI£¶

n»I\¶

5 8 5
8x

x  

tanβ= = = ⇒ =
®MI£¶

n»I\¶

x x5 8 40  

x طول ضلع کوچک تر زاویۀ قائمه است و باید  x قابل قبول نیست. چون =40 اما

x قابل  = 5
8 ، پس 58 5< از طول ضلع بزرگ تر زاویۀ قائمه یعنی 5 کوچک تر باشد.

58 را می خواهیم که همان 58 است. ما قبول بوده و طول دو ضلع زاویۀ قائمه، 5 و
0 است. 625/

بین 274  ، 23 بنابراین  . 3
2 0 866

/ و  2
2 0 707

/ می دانیم   2 

45 است. θ بین30 و ، پس زاویۀ 0 5 2
3 0 707/ /< < 12 قرار دارد: 2 و

2
θ

θ

30 45 60
1
2

2
2

3
2

  

sin
 

275 . θ α β= + کنید فرض  مثلاً  بگیرید،  زاویه   یک  را   α β+   3  
سینوس  پس  متمم اند.   γ و  θ نتیجه در  و   θ γ+ =90 این صورت  در 
پس  . cos sinθ γ= = 2

3 یعنی است،  برابر  دیگری  کسینوس  با  یکی 
α بود! β+ θ همان )cos چون )α β+ = 2

3
، داریم:  276 45 90 < <α وقتی   3 

a 0=45 a

ضلع مقابل    از ضلع

مجاور آن بزرگتر است.

aضلع مقابل    با ضلع

مجاور آن مساوی است.

a

0>45

 

sin cosα
α α

α= > =
®MI£¶ Í±ò

oU»

n»I\¶ Í±ò

oU»

 

بنابراین:   . sin sinα α< داریم:  ، 0 1< <sinα این که به  توجه  با  هم چنین 
cos sin sinα α α< <  

حواستان باشد که وقتی از اعداد بین صفر و 1 جذر می گیریم، بزرگ تر می شوند. در مورد 
. cos sinα α< cos قطعاً sinα α< cosα هم چون

، داریم: 277 0 45< <α  وقتی   3 

a 0=45

ضلع مقابل    با ضلع

مجاور آن مساوی است.

aضلع مقابل    از ضلع

مجاور آن كوچكتر است.

a

a 0<45

 

sin cosα
α α

α= < =
®MI£¶ Í±ò

oU»

n»I\¶ Í±ò

oU»

 

. cos cosα α< ، داریم: 0 1< <cosα هم چنین با توجه به این که
. بنابراین: sin sin2α α< ، داریم 0 1< <sinα و با توجه به این که

sin sin cos cos2α α α α< < <  
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278 sin cos45 45 2
2

1 4
2 0 7� � �= = =
/

/ اول یک چیز جالب:    4 

 0 8/ به اما  است،  بزرگ تر   0 7/ از  sin45 است، پس بزرگ تر   1 4/ از  2 البته
β، داریم: α و نمی رسد. حالا با توجه به حاده بودن

sin sin sinα α α< ⇒ < ⇒ < <0 7 45 0 45/    
 cos cos cosβ β β> ⇒ > ⇒ < <0 8 45 0 45/    
زاویه ، سینوس بیش تر و کسینوس  اندازۀ  افزایش  با  دقت کنید که در زوایای حاده، 

کم  تر می شود. حالا:

0 45 0 45 0 90< < < < < + <
⊕

α β α β  , ''''"  
α همیشه حاده است و هیچ وقت قائمه )مساوی با 90 درجه( نمی شود. β+ یعنی

و 279 است  برج  ارتفاع   h می دهد. را  زیر  شکل  مسئله،  صورت    3  
گر تا برج پس از توقف دوم. دوتا مثلث قائم الزاویه هم در شکل دیده  x فاصلۀ شنا
می شود که برج ضلع مشترک هر دو است، پس می توانیم دو رابطه برحسب دو 

060030

h

34 x

h به دست آوریم:  x و مجهول

tan60 3
3

 = = ⇒ = ⇒ =
®MI£¶

n»I\¶

h
x

h
x

x h  

tan ( x) h30 34
3
3 34 3 34 3 = =

+
⇒ =

+
⇒ + =

®MI£¶

n»I\¶

h
x

h
x

 

 x حالا نتیجۀ رابطۀ اول را در رابطۀ دوم به کار می گیریم، یعنی در رابطۀ دوم، به جای

، پس رابطۀ دوم این شکلی می شود: h
3

قرار می دهیم

3 34
3

3 34 3 3 34 3 2( ) h+ = ⇒ + = ⇒ =h h h h  

 ⇒ =h 17 3  
1 را قرار دهیم و بگوییم ارتفاع برج  7/ 3 مقدار تقریبی اش یعنی می توانیم به جای
17 متر است؛ یا حتی می توانیم بگوییم برج تقریباً 30 متر است! 1 7 28 9× =/ / تقریباً

d فاصلۀ  280 l طول نردبان است و صورت مسئله، شکل زیر را می دهد:   3 
پای نردبان تا دیوار، قبل از لغزش. در ضمن، ما واحدها را برحسب متر در نظر 
0 نشان  3/ گرفتیم و همین تصمیم باعث شد 30 سانتی متر لغزش را روی شکل با
دهیم. حالا از دو مثلث قائم الزاویه ای که در شکل می بینیم )وتر هر دو، نردبانی 

به دست  رابطه  دو  است!(،   l طول به 
می آوریم. )فهمیدن این که برای دست یابی 
پناه  کسینوس  به  باید  رابطه ها،  این  به 
ببریم سخت نیست، چون ما اطلاعاتی از 
) و زمین ضلع  , )0 3/ d سطح زمین داریم

مجاور زوایای 45 و 30 درجه است.( 

cos45 2
2

2
2

 = = ⇒ = ⇒ =
n»I\¶

oU»

d
l

d
l

d l  

cos30 0 3 3
2

0 3 3 2 0 6 = =
+

⇒ =
+

⇒ = +
n»I\¶

oU»

d
l

d
l

l d
/ /

/  

045 030

d 0/3

l

l

d می گذاریم نتیجۀ رابطۀ اول را در رابطۀ دوم می گذاریم؛ یعنی در رابطۀ دوم، به جای

: 2
2 l

3 2 2
2 0 6 3 2 0 6 3 2 0 6l l l l l= + ⇒ = + ⇒ − =( l) / / /  

 ⇒ − = ⇒ =
−

( )l3 2 0 6 0 6
3 2

/
/

l  

l 0 6
1 7 1 4

0 6
0 3 2

/
/ /

/
/−

= = ، پس:  2 1 4

/ 3 و 1 7

/

d هستیم )شکل زیر را ببینید(. چاره ای نداریم جز  281 ما به دنبال   2 
این که در دو مثلث قائم الزاویه ای که می بینیم، تانژانت ها را بنویسیم:

d
030 045

x200-x

 

tan45 1 = = ⇒ = ⇒ =
®MI£¶

n»I\¶

d
x

d
x

x d  

tan30 200
3
3 200

3
3 200

= =
−

⇒ =
−

=
−

=®MI£¶

n»I\¶

d
x

d
x

d
d

x d
''''"  

⇒ − = ⇒ = +200 3 3 3 200 3 3 3d d d d  

⇒ + = ⇒ =
+

d d( )3 3 200 3 200 3
3 3

 

''''''''"
3 1 7 200 1 7

3 1 7 72

 

/ /
/d ×

+
 

شیب هر خط با تانژانت زاویه ای که آن خط با جهت مثبت محور xها 282   3 
که  دارد  بیش تری  تانژانت  زاویه ای  حاده،  زوایای  بین  در  است.  مساوی  می سازد، 
اندازه اش بزرگ تر باشد. پس بین چند خط که با جهت مثبت محور xها زاویۀ حاده 
می سازند، خطی شیب بیش تری دارد که زاویۀ بزرگ تری با جهت مثبت محور xها 
،17  بسازد. خط های موردنظر در گزینه ها به ترتیب با جهت مثبت محور xها زوایای

همه  از  بزرگ تر   63 می سازند.  180 130 50 63   − = » و  90 53 37− = 

است!
بررسی گزینه ها: 283   2 

α در ربع دوم یا سوم قرار دارد و نمی توان یکی از این دو  1 و 3( انتهای کمان مقابل
ناحیه را با قطعیت انتخاب کرد.

 cos120 − که − = −2
5

2 5
5

1
2

/
2 و 4(

حالا  گفتیم!(.   cos60 1
2

 = روی )از  می باشد 

120 αاز است، بزرگ تر   - 1
2 از  - 2

5 چون

 .90 120 < <α کوچک تر خواهد بود:
بررسی گزینه ها: 284   2 

tanθ مثبت است. sinθ منفی و 1( درست نیست. در ربع سوم،
2( درست است. خب درست است دیگر!

θ در ربع دوم نیز می تواند باشد. 3( درست نیست.
. θ=45 یا θ= 30 4( درست نیست. مثلاً قرار دهید

sin

cos

0120

090

1
2

-

a
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tan60 است و یک نقطه از آن را هم داریم.  285 3 = شیب خط،   4 
برویم معادله اش را بنویسیم:

y y m y x x− = − ⇒ − = + ⇒ = +0 0 3 3 1 3 2 3(x x ) ( ) y  
) روی این خط قرار دارد. , )-2 0 نقطۀ

286  60 زاویۀ xها،  محور  مثبت  با جهت   d به شکل، خط توجه  با    2 
 m = =tan60 3 می سازد. پس شیب آن می شود: 
) عبور می کند. پس معادلۀ آن این شکلی می شود: , )0 3- d از نقطۀ از طرفی، خط

y x+ = − ⇒ + =3 3 0 3 3(x ) y  
آسان است: 287   3 

sin , cosα α= = = = = =AB
OA

AB AB OB
OA

OB OB1 1  

 tanα= = = =AB
OB

CD
OD

CD CD1  

288 

3

1/7
a

آسان است:    2  

tanα α= ⇒ =
1 7
3

3
3 30

/
� �  

باید ببینیم شیب کدام خط بیشتر است، شیب چهار خط به ترتیب  289   3 

3 است.
3

3
3

3
3

3 1 7= × = 

/ 1810 و 1 8= /  ، 3 ،1

y یک طرف تساوی اند، نسبت  290 x و ، پس وقتی tan30 3
3

 =   1 

3 شود! پس 
3 - باشد تا شیب خط همان 3

3 y باید ضریب x به ضریب

0 هم باید روی خط باشد، پس 
3











گزینه های دوم و چهارم رد می شوند، نقطۀ

گزینۀ سوم هم منتفی است!
291 

0۳0

xيا

y

0۳0

x

y دو حالت وجود دارد:    4 

60 می باشد، اما  ها، x در هر دو حالت زاویۀ حادۀ خط با جهت مثبت یا منفی محور
 + 3 در شکل سمت راست شیب خط منفی است. پس شیب خط در حالت کلی یا

. tan60 3 = ، چون - 3 است یا

خودمان را به زوایای 0 تا 90 درجه محدود می کنیم. 292   3 
060

محور كسينوس

2
۱

 

      cos2 1
2 0 2 60 0 30α α α> ⇒ < < ⇒ < <   

محور تانژانت

۱

045

  tan3 1 45 3 90 15 30α α α> ⇒ < < ⇒ < <     

α=20 مناسب است. 15. به عنوان نمونه، 30 < <α ک حرف های بالا می شود اشترا

1 بزرگ تر از  293 از محورهای مثلثاتی کمک می گیریم. در شکل، زاویه    2 
مقیاس واقعی خود نمایش داده شده تا رسم شکل راحت تر باشد.

sin tan cos1 1 1  < < با توجه به شکل، واضح است که: 
 a c b< < یعنی:  

sin

0sin1
cos0cos1

tan

0tan1

294 

۰۴۵ x

y=x

 y 45 دارد:   y با محور افقی زاویۀ x= خط   4 

15 بسازیم دو حالت داریم: گر بخواهیم با این خط زاویۀ پس ا

۰۴۵

۰۱۵

۰۱۵

x

 y

45 یعنی 60 و 30 درجه است. 15- 45 و 15+ زاویۀ این خط ها با افق

3 خواهد بود و چون از مبدأ می گذرند، معادلۀ 
3 3 و پس شیب آن ها به ترتیب

y می شود. x= 3
3 y و x= 3 آن ها

حالابررسیگزینهها:

y قرار دارد. x= 3 ) روی خط , )3 3 1( نقطۀ

y قرار دارد. x= 3
3 ) روی خط , )3 1 2( نقطۀ

y قرار دارد. x= 3
3 ) روی خط , )3 3 3( نقطۀ

) روی هیچ یک از این دو خط  قرار ندارد. , )3 1 4( نقطۀ

وقتی حاصل ضرب چند عبارت صفر می شود، حداقل یکی از آن ها  295   1 
برابر صفر است: 

( sin )( sin )( sin )4 1 4 3 4 9 02 2 2α α α− − − =  

⇒ − = − = − =4 1 0 4 3 0 4 9 02 2 2sin sin sinα α αIÄ IÄ  

⇒ = = =sin sin sin2 2 21
4

3
4

9
4α α αIÄ IÄ  

⇒ =± =± =±sin sin sinα α α1
2

3
2

3
2IÄ IÄ  

±=sinα را بی خیال شوید! 3
2 سینوس هر زاویه ای بین1- و 1 یا برابر با آن هاست، پس

sinα مثبت است و در نتیجه  α در این سؤال ، هم چنین با توجه به حاده بودن

=sinα قابل قبول هستند. از این رو، به ترتیب 3
2 =sinα و 1

2 تنها دو مقدار

α موجود نمی باشد! =α به دست می آید و زاویۀ حادۀ دیگری برای 60 =α و 30
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OBA،مینویسیم: 296 درمثلثقائمالزاویه  3 

q
O

A

B

C

a



cos cosθ θ= = ⇒ =OB
OA m

m1 1



رسید.ازطرفی ncosα=1میتوانبهOBC بهطورمشابهدرمثلثقائمالزاویه
و  cos sinα θ= متممیکدیگرند،پس θ αو �Oودرواقع �= + =α θ 90

نوشتهمیشود.حالا: nsinθ=1بهشکل ncosα=1رابطۀ
m ncos sinθ θ+ = + =1 1 2 

کثر1هستند: 297 وحدا سینوسوکسینوسحداقل1−  2 
− ≤ ≤ − ≤ ≤1 2 1 1 3 1sin , cosα β 
به توجه با طرفی از میشود. 1 برابر کثر حدا  sin cos2 3α β حاصل پس
کثر m2حداقلبرابر1میباشد.چهطورچیزیکهحدا 1+ m2،مقدار نامنفیبودن
برابر1 1است،باچیزیکهحداقل1است،برابرمیشود؟خبوقتیهردودقیقاً

باشند.بااینحساب،داریم:
m m m2 21 1 0 0+ = ⇒ = ⇒ = 

mفقطیکمقداروجوددارد.تامام! برای

اضافۀ 298 به  sinα3 گفته سؤال . 712 میشود  14 اضافۀ به  13  2 

وخودمانراراحتمیکنیم!با sin cosα β= .پسمیگوییم1= 712 شده cosβ4
βکهدرصورتسؤالمشخصشده،بایدگفتα=90و αو توجهبهحدود

αودرنتیجه: β+ =90پس.β= 0

sin( ) sinα β+ = =90 1 
هرسهرابطهدرستاند.ببینید: 299  4 

sin
sin

sin
cos

tan15
75

15
15

15








= = 

1 50 1
50

1
40

40 1 50 12
2 2

2 2+ = = ⇒ + =tan
cos sin

sin ( tan )

 

  

tan
cos

tan
sin

sin
cos sin cos

2

2

2

2

2

2 2
20
70

20
20

20
20

1
20

1









 

= = × = 22
2

20
1 20



= + tan 

مینویسیم 300 کسر، صورت در  cos210 جای به که! ندارد کاری  2 
 ( sin )( sin )1 10 1 10− +  میشود مزدوج اتحاد با هم این که 1 102− sin 

تامام!

1 10
1 10

1 1 10
1 10

1 1 10 1 102 2
−
+

= − −
+

= −
− +cos

sin
sin
sin

( sin )( sin







 



)

sin1 10+


 = − + =1 1 10 10sin sin  
پسسینوس ( )10 80 90  + = 10است متمم 80 اینرادرگزینههانمیبینیم.

یکیباکسینوسدیگریمساویاست:
sin cos10 80 = 

مینویسیم: 301  3 
1 1 1

cos
tan

cos
sin
cos

sin
cosθ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

− = − = − 

میتوانیمصورتومخرجکسررادرمزدوجصورتیعنیsinθ+1ضربکنیم:
1 1

1
1

1
2 2− × +

+
= −

+
=sin

cos
sin
sin

sin
(cos )( sin )

cos
(cos )(

θ
θ

θ
θ

θ
θ θ

θ
θ 11+ sin )θ 

=
+
cos
sin
θ
θ1 

روش اول )اتحادهای مثلثاتی(: 302  2 

sin cos sin cos ( )2 2 2 2 21 1 1 3
7α α α α+ = ⇒ = − = − 

= − = ⇒ =± =±1 9
49

40
49

40
49

2 10
7sinα 

αدرربعچهارماست،جاییکهسینوسمنفیاست: سؤالگفته

sinα= − 2 10
7 

همچنین:

tan sin
cos

α α
α

= =
−

= −

2 10
7
3
7

2 10
3 

cot
tan

α
α

= = − = −1 3
2 10

3 10
20 

! cos cos2 2α α≠ درموردگزینۀ)1(دقتکنیدکهدرحالتکلی،

شود.درشکل cosα= 3
7 راطوریکشیدهایمکهدرآن روش دوم:مثلثزیر

مقابلداریم:
sinα= =

®MI£¶

oU»

2 10
7 

3
7 a

27 -3  =   40 =2   102

 tanα= =
®MI£¶

n»I\¶

2 10
3 

cotα= = =
n»I\¶

®MI£¶

3
2 10

3 10
20 

البتهچوندرربعچهارم،سهنسبتبالامنفیاندبایدقرینۀآنهارادرنظربگیریم.

303 : 1
2cos x

1مینویسیم 2+ tan x بهجای  4 

 1 1 12
2+ = =tan

cos |cosx |x
x



وآنجاکسینوسمنفیاست: ( )180 270 < <x درربعسوماست x سؤالگفته

 1 1
| cosx | cos= − x 

: 2
2 هممینویسیم sin45 بهجای

2 45 2 2
2 12 2 2 2 2 2sin sin ( ) sin sin cos − = − = − =x x x x 

بنابراین:

 1 2 45 12 2 2 2+ − = − × = −tan ( sin sin x) cos cos cosx x x x 

است. 304 1
2cos x

1همان 2+ tan x  1 

درربعدوماست)سؤال x کهچون 1 1 12
2+ = =tan

cos |cosx |x
x

درواقع

 tanx بهجای میشود. 1
−cosx اینعبارتمساوی ،)90 180 < <x گفته

. sincos
x
x هممینویسیم
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