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به طور كلی ميشه گفت يه علم فيزيكی بوده كه هر جا توش می موندن و نمی تونستن 
چيز  يه  رياضيات  علم  تو  می رفتن  می شدن  بلند  دانشمند  عده  يه  كنن  رو حل  مسائل 

جديدی رو به رياضی اضافه می كردن!
مثلن آقای نيوتون برای محاسبه كردن سرعت لحظه ای ساعت ها و روزها با خودش 
كلنجار رفته گفته چی كار كنم! چی كار نكنم! آها برم تو رياضيات مفهوم مشتق رو اضافه 
كنم! نيوتون آدم بزرگی بوده و خب مجبور بوده مشتق رو ابداع كنه! شما ببخشينش و 

خواهشن خيلی بدوبيراه بهش نگين! مرسی.
خلاصه كه ميشه گفت علم رياضی كاملاً برآمده از متن زندگی ما و برای حل شدن 
مشكلات زندگی انسانه! پس ديگه لطفا نگين چرا ما بايد مشتق بخونيم؟ چرا لگاريتم 

بخونيم؟ چرا؟ چرا؟
اين كتاب  تأليف  آقايان هاشمی طاهری و فرشيان برای  از اساتيد عزيز و بزرگوار: 

خوب و مفيد بسيار سپاس گزاريم.



ياد  بنويسم،  تجربيو  سال  سه  هر  رياضی  جيبی  كتابای  تا  شد  پيشنهاد  وقتی 
دانش آموزايی افتادم كه همش می گن:

«آقا درس رياضى سخته و زياد، تازه شم ما كارای مهم تريم داريما يه چيزايى بگين تا نمره شو 
بياريمو درکشم بکنيم»

پيش خودم گفتيم دم خيلی سبزيا گرم! زدن تو خال.
حالا دُرسته كه اينا جوجه كتابن، اما ضرب المثلی می گه «فلفل نبين چه ...»
شمام بشكنيدش تا نتيجشو ببينين! واسه اين ادعامونم سه دليل عمده دارم:

اينم  تو  بخواين  درسی  كتاب  از  چه  هر  يعنی  كامل؛  و  كافيه  درس نامه ش  اولنش: 
هستش، پس يه جزوۀ درسی كامله.

درس  اون  حسابی  كه  آورديم  مثالايی  يا  مثال  درسی،  مطلب  هر  از  بعد  دومنش: 
حاليمون بشه، تازه سؤالاتشم از ساده می ره تا يه كمی سخت.

اونا  با  خودتونو  می تونين  كه  اومده  ده سؤاله  آزمونايی  فصل،  هر  آخرای  سومنش: 
بسنجين، پس واسه شركت تو آزمونام مناسبه.

ديگه چی می خواين؟



 فصل اول: تابع 
۸ درس اول (توابع چندجمله ای ـ توابع صعودی و نزولی) 

۱۹ درس دوم (تركيب توابع) 

۳۲ درس سوم (تابع وارون) 

 فصل دوم: مثلثات
۵۲ درس اول (تناوب و تانژانت) 

۶۰ درس دوم (معادلات مثلثاتی) 

 فصل سوم: حد بی نهایت و حد در بی نهایت
۸۲ درس اول (حد بی نهايت) 

۹۳ درس دوم (حد در بی نهايت) 

 فصل چهارم: مشتق
۱۰۷ درس اول (آشنايی با مفهوم مشتق) 

۱۱۱ درس دوم (مشتق پذيری و پيوستگی) 

۱۲۴ درس سوم (آهنگ تغيير) 

 فصل پنجم: کاربرد مشتق
۱۳۵ درس اول (اكسترمم های تابع) 

۱۵۰ درس دوم (بهينه سازی) 

 فصل ششم: هندسه
۱۶۸ درس اول (تفكر تجسمی و آشنايی با مقاطع مخروطی) 

۱۷۴ درس دوم (دايره) 

 فصل هفتم: احتمال
۱۸۹ درس اول (قانون احتمال كل) 

۲۱۵ ضمائم  
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توابع چندجمله ای - توابع صعودی و نزولی

توابع چندجمله ای

f را  x a x a x a x a x an
n

n
n( )= + + + + +-

-
1

1

2

2

1 0
  هر تابع به صورت

a0 اعداد حقيقی، n يک عدد صحيح  و a1 , a2 ,... , an-1 , an كه در آن
an باشد، يک تابع چندجمله ای از درجۀ n می ناميم .  ¹0 نامنفی و

؛  ( )Df =  است حقيقی  اعداد  مجموعۀ  چندجمله ای،  توابع  دامنۀ 
، يک تابع از درجۀ دو و تابع f x x x( ) = + -3 5 1

2 به عنوان مثال تابع

f يک تابع از درجۀ شش می باشد و دامنۀ هر دو  x x x( ) = + +
6

3

4
5 2

 است. تابع

- تابع ثابت  

f  باشد  x k k( ) ; ( )= Î تابع چندجمله ای از درجۀ صفر كه به صورت
ثابت تابع  رسم  برای  می گوييم.  ثابت  تابع  را 
، به اندازۀ k روی محور yها حركت  f x k( ) =
از آن جا خطی موازی محور xها رسم  و  كرده 
تابع  روبه رو  در شكل  مثال  عنوان  به  می كنيم؛ 

f رسم شده است. x( ) = 2 ثابت
۲- تابع خطی

صورت به  آن  ضابطۀ  كه  است  يک  درجۀ  از  چندجمله ای  تابع  يک 
f می باشد. در اين تابع، ضريب x (يعنی a) شيب  x ax b a( ) ; ( )= + ¹0

مستر چپمستر راست و سردرس
درس ۱توابع چندجمله ای - توابع صعودی و نزولی

ریـاضـی
دوازدهم

درس نامه 
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  درس نامه  تابع  

خط و b عرض از مبدأ می باشد و برای 
رسم آن داشتن دو نقطۀ دلخواه كافی 
است؛ به عنوان مثال در شكل مقابل 
رسم شده است.  f x x( ) = +2 تابع1

۳- تابع چندجمله ای درجه دوم

f است و نمودار  x ax bx c a( ) ; ( )= + + ¹2
0 ضابطۀ اين تابع به صورت

S يا 
b
a

a

-

-

2

4

D
آن سهمی نام دارد. برای رسم آن بايد رأس سهمی را از فرمول

S به دست آوريم. سپس با رسم يک جدول و قرار دادن رأس سهمی 
b
a

f b
a

-

-

2

2( )

در آن، يک عدد بزرگ تر و يک عدد كوچک تر از طول رأس سهمی در جدول 
 ، a قرار داده و عرض آن را به دست آورده و نمودار را رسم می كنيم. اگر0<

، دهانۀ آن رو به پايين است. a آن گاه دهانۀ سهمی رو به بالا و اگر0>

f را رسم كنيد. x x x( ) == -- ++2
2 3 نمودار تابع درجه دوم

 ابتدا مختصات رأس سهمی را مشخص می كنيم. 

 x b
a y f= - = - - = Þ = = - + =
2

2

2 1
1 1 1 2 1 3 2

2( )
( ) ( ) ( )  

  Þ S( , )1 2  

      
x
y

0 1 2

3 2 3
 

x
y

0 1

1 3

مستر راست و سردرس

تابع
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۴- تابع درجه سوم

آن در  كه   f x ax bx cx d( ) = + + +3 2 ضابطۀ  با  چندجمله ای  تابع 
a باشد، تابعی درجه سوم است. دامنه و برد اين تابع مجموعۀ اعداد  ¹0

حقيقی هستند.
y x== 3 نمودار

y را رسم می كنيم.  x= 3 به كمک نقطه يابی، نمودار

 
x
y

- -
- -
2 1 0 1 2

8 1 0 1 8
 

y x== -- 3 نمودار

y را رسم می كنيم.  x= - 3 به كمک نقطه يابی، نمودار

x
y

- -
- -

2 1 0 1 2

8 1 0 1 8
 

از دو نمودار فوق می توان دريافت كه نمودار
به  نسبت   y x= 3 نمودار قرينۀ   y x= - 3

محور yها است.
به  می توانيد  انتقال  مطالب  يادآوری  برای 

قسمت انتقال توابع مراجعه كنيد.

نمودار هر يک از توابع زير را رسم كنيد:
y (الف x== --( )1 3 y (ب  x== -- ++3

1   
y (پ x== -- ++( )2 1

3   
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 الف)

 nj keH» ¦Ä
IÀ SLX¶ S¿]x¾ ®¾¾¾¾

ب)

 nj keH» ¦Ä
IÀ SLX¶ S¿]y¾ ®¾¾¾¾

پ) 

 nj keH»
IÀ SLX¶ S¿]

2
x¾ ®¾¾¾¾
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 nj keH» ¦Ä
IÀ SLX¶ S¿]y¾ ®¾¾¾¾

  A  مجموعۀ از   x2 و  x1 نقطۀ دو  هر  برای  اگر 
باشيم داشته   x x

1 2
< فرض با   ( )A DfÍ

, آن گاه f را در مجموعۀ A تابعی  f x f x( ) ( )
1 2
£

صعودی می ناميم.
 x x f x f x

1 2 1 2
< Þ £( ) ( )  

   تابع نزولی

A مجموعۀ  از   x2 و  x1 نقطۀ دو  هر  برای  اگر 
باشيم داشته   x x

1 2
< فرض با  ( )A DfÍ

A مجموعۀ  در  را   f آن گاه   , f x f x( ) ( )
1 2
³

تابعی نزولی می ناميم.
 x x f x f x

1 2 1 2
< Þ ³( ) ( )  

x x f x f x
1 2
x x
1 2
x x

1 2
f x

1 2
f x< Þx x< Þx x

1 2
< Þ

1 2
x x
1 2
x x< Þx x
1 2
x x £

1 2
£

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
f x

1 2
f x( )f x

1 2
f x

x x f x f x
1 2
x x
1 2
x x

1 2
f x

1 2
f x< Þx x< Þx x

1 2
< Þ

1 2
x x
1 2
x x< Þx x
1 2
x x ³

1 2
³

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
f x

1 2
f x( )f x

1 2
f x
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تابع یکنوا

اگر تابعی در يک بازه، فقط صعودی يا فقط نزولی باشد، می گوييم تابع در 
آن بازه يكنوا است.

 تابع f را در يک بازه ثابت می گوييم، اگر 
ثابت   f مقدار  بازه،  اين  در   x مقادير  تمام  برای 

.D = ( , )1 4 f با دامنۀ x( ) باشد. مانند تابع1=
) ثابت است؛ زيرا:  , )1 4  اين تابع در بازۀ

1 4 1
1 2 1 2

< < < Þ = =x x f x f x( ) ( )  
هم  و  هم صعودی  بازه  يک  در   ( , ( ) )k f x kÎ = ثابت تابع   

نزولی محسوب می شود.

 A x2 از مجموعۀ x1 و اگر برای هر دو نقطۀ
باشيم داشته   x x

1 2
< فرض با   ( )A DfÍ

 A ، آن گاه f را در مجموعۀ f x f x( ) ( )
1 2
<

تابعی اكيداً صعودی می ناميم.
 x x f x f x

1 2 1 2
< Þ <( ) ( )  

A x2 از مجموعۀ x1 و اگر برای هر دو نقطۀ
باشيم داشته   x x

1 2
< فرض با   ( )A DfÍ

 A را در مجموعۀ   f , آن گاه  f x f x( ) ( )
1 2
>

تابعی اكيداً نزولی می ناميم.
 x x f x f x

1 2 1 2
< Þ >( ) ( )  

x x f x f x
1 2
x x
1 2
x x

1 2
f x

1 2
f x< Þx x< Þx x

1 2
< Þ

1 2
x x
1 2
x x< Þx x
1 2
x x <

1 2
<

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
f x

1 2
f x( )f x

1 2
f x

x x f x f x
1 2
x x
1 2
x x

1 2
f x

1 2
f x< Þx x< Þx x

1 2
< Þ

1 2
x x
1 2
x x< Þx x
1 2
x x >

1 2
>

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
( )f x( )f x

1 2
( )

1 2
f x

1 2
f x( )f x

1 2
f x
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اگر تابعی در يک بازه، فقط اكيداً صعودی يا اكيداً نزولی باشد، می گوييم 
تابع در آن بازه اكيداً يكنوا است.

 توابع اكيداً يكنوا همواره يكنوا نيز هستند به اين معنی كه تابع اكيداً 
صعودی (يا نزولی)، صعودی (يا نزولی) هم هست، اما عكس اين مطلب درست 
نيست؛ يعنی تابع صعودی (يا نزولی)، لزوماً اكيداً صعودی (يا اكيداً نزولی) نيست.

كدام يک از توابع زير اكيداً صعودی است؟
 f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= 1 3 2 5 3 7 4 12 (۱
 g = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 10 2 8 3 5 4 2 (۲
 k = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 5 2 7 3 7 4 10 (۳
 h = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 10 2 8 3 8 4 5 (۴

 گزینۀ  در همۀ گزينه ها، زوج های مرتب طوری نوشته 
 y يا از y هر k ها از كوچک به بزرگ باشند. در تابع x شده اند كه
تابع صعودی  است، پس  آن مساوی  با  يا  است  بزرگ تر  قبلی خود 
است ولی اكيداً صعودی نيست؛ در حالی كه در تابع f هر y از قبلی 
خود بزرگ تر است، پس تابع f اكيداً  صعودی است. واضح است كه 
تابع g اكيداً نزولی است. تابع h نزولی است اما اكيداً نزولی نيست، 

. h h( ) ( )2 3= 2 ولی 3< زيرا

چند تابع مهم اکیداً یکنوا

: اين تابع اكيداً صعودی است. y x== 3 ۱) تابع
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: اين تابع اكيداً صعودی است. y x== ۲) تابع

  
اكيداً  تابعی   ( y x= 2 (مانند  a شرط1< با  تابع  اين   : y ax== ۳) تابع

) تابعی اكيداً نزولی است. y x= ( )1
2

0 (مانند 1< <a صعودی و با شرط

   

تابعی   ( y x= log2 (مانند  a شرط1< با  تابع  اين   : y xa== log ۴) تابع

0 اكيداً نزولی است. 1< <a اكيداً صعودی و با شرط

   
) اكيداً  y x= +2 a (مانند1 : اين تابع با شرط0< y ax b== ++ ۵) تابع خطی

) تابعی اكيداً نزولی است. y x= - +3 a (مانند2 صعودی و با شرط0>
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y تابعی صعودی و نمودار آن  x= [  تابع[
به صورت مقابل است:

نمودار  و  نزولی  تابعی   y x= -[ ] تابع همين طور 
آن به صورت مقابل است:

نمودار توابع زير را رسم كنيد و بازه هايی را كه در آن ها تابع صعودی، 
نزولی يا ثابت است مشخص كنيد:

(الف y x== 2 (ب  y x x== ££ ££sin ( )0 2pp  

(پ y x x== | | (ت  f x
x x

x
x x

( ) ==
++ << --

-- -- << <<
-- >>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

1 2

1 2 1

2 1

 

به   y x= 2 تابع نمودار  الف)   
شكل مقابل است:
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بازۀ در  و  نزولی  اكيداً   ( , )-¥ 0 بازۀ در  تابع  كه  می شود  مشاهده 
) اكيداً صعودی است. , )0 +¥

y به شكل مقابل است: x= sin ب) نمودار تابع

  
) اكيداً صعودی  , )3

2
2

p p ) و , )0
2

p مشاهده می شود كه تابع در بازۀ

) اكيداً نزولی است. , )p p
2

3

2
و در بازۀ

يا   y x x= | تابع| نمودار  پ) 

شكل  به   y x x

x x
=

³

- <

ì
í
ï

îï

2

2

0

0

مقابل است:
) اكيداً صعودی است. , )-¥ +¥ =  مشاهده می شود كه تابع در بازۀ

f نيم خط  x
x x

x
x x

( ) =
+ < -

- - < <
- >

ì

í
ï

î
ï

1 2

1 2 1

2 1

ت) هر يک از ضابطه های تابع

يا پاره خط هستند و نمودار آن به شكل زير است:

y x
x
y= +

- -
- -

1
3 2

2 1  

y x
x
y= -

- -
2

1 2

2 4  
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) اكيداً صعودی است،  , )-¥ -2 از روی نمودار مشاهده می كنيد كه تابع در بازۀ
 ( , )1 +¥ ) ثابت است (هم صعودی و هم نزولی) و در بازۀ , )-2 1 در بازۀ

اكيداً نزولی است.

f صعودی  g+   اگر تابع های f و g صعودی باشند، آن گاه تابع
 f x x( ) = 2 خطی تابع  آن  در  كه   k x x x( ) [ ]= +2 تابع مثلاً  است؛ 
است،  صعودی   g x x( ) [ ]= تابع و  خط)  شيب   m = >2 0 ) صعودی 

k نيز صعودی است. x( ) پس تابع
است.  نزولی   f g+ تابع آن گاه  باشند،  نزولی   g و   f تابع های  اگر   
توابع زيرا  است،  نزولی   k x x x( ) = - -3

2 تابع مثال؛  عنوان  به 
g هر دو نزولی هستند. x x( ) = -2 f و x x( ) = - 3

يعنی  برعكس   و  است  نزولی   -f تابع باشد،  صعودی   f تابع  اگر   
تابع مثال  عنوان  به  است.  صعودی   -f تابع باشد،  نزولی  تابعی   f اگر 

f نزولی می باشد.  x x( ) = - 3 f تابعی صعودی است، اما x x( ) = 3

f اكيداً نزولی است. مجموع مقادير صحيح  x k x( ) ( )== −− ++ ++9 5
2 3 تابع

k چه قدر است؟
 ۶ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

y زمانی اكيداً نزولی  ax b= +3  گزینۀ  توابعی به صورت
هستند كه ضريب درجه سوم، منفی باشد پس بايد داشته باشيم:

- + < Þ < Þ - < <9 0 9 3 3
2 2k k k  

مجموع  و   − −2 1 0 1 2, , , , از عبارت اند  بازه،  اين  در   k مقادير صحيح 
آن ها صفر است. 



۴۳

  تست تابع  

y از كدام ناحيه عبور نمی كند؟- ۱ x== -- ++( )1 2
3 نمودار

۴) چهارم ۳) سوم  ۲) دوم  ۱) اول 
حدود - ۲ است.  صعودی  اكيداً   f m m== -- -- ++{( , ) , ( , ) , ( , )}2 3 1 2 4 1 5 تابع

m كدام است؟
 m < 2 (۴   1 2< <m (۳   m > 3

2
(۲   m >1 (۱

) نزولی است. حداكثر مقدار a كدام است؟- ۳ , ]--¥¥ a y در بازۀ x x== 2 | | تابع
 -2 (۴   -1 (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

] اكيداً صعودی است؟- ۴ , ]2 pp كدام يک از توابع زير، در بازۀ
 y x= | sin | (۲    y x= -| |4 (۱

 y x x= | | (۴   y x x= - +2
8 16 (۳

مستر چپ
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y را رسم می كنيم، سپس نمودار را يک - ۱ x= 3 نمودار گزينۀ «۴» 
y حاصل  شود  x= -( )1 3 واحد به سمت راست منتقل می كنيم تا نمودار
 y x= - +( )1 2

3 و در نهايت ۲ واحد به بالا منتقل می كنيم تا نمودار
حاصل شود. مشاهده می كنيم كه اين تابع از ناحيۀ چهارم عبور نمی كند.

  ¾M keH» ¦Ä
SwHn Sµw¾ ®¾¾¾¾

  ¾M keH» »j
¯IM Sµw¾ ®¾¾¾

نمودار- ۱ - گزينۀ «- گزينۀ «۴» 

مستر چپ
پاسخ نامه
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  پاسخ نامه تابع  

xها را از كوچک به بزرگ مرتب می كنيم. در اين صورت - ۲ گزينۀ «۳» 
در تابع اكيداً صعودی هر y از قبلی خود بايد بزرگ تر باشد. 

 f m m= - - +{( , ),( , ),( , )}2 3 1 1 5 2 4  
 3 1 5 4m m- < < + در نتيجه: 

 3 1 5

4 5
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 ¥HoT{H¾ ®¾¾ < <1 2m  
y را رسم می كنيم:- ۳ x x= 2 | | ابتدا نمودار گزينۀ «۱» 

 y x x x

x x x
y

x x

x x
=

³
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0

0
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( )
 

 است كه روی اكيداً نزولی است و 
 
y به صورت x= - 3 نمودار

 است كه روی  اكيداً  صعودی 
 
y به صورت x= 3 نمودار

بازۀ در   y x= - 3 تابع نتيجه  در  است؛ 
نزولی است، پس بيشترين  ) اكيداً  , ]-¥ 0

مقدار a، برابر صفر است.

هر يک از گزينه ها را بررسی می كنيم: - ۴ گزينۀ «۴» 
گزينۀ (۱): نمودار تابع به شكل مقابل است. p عددی بين ۳ و ۴ 

] اين تابع اكيداً نزولی است.  , ]2 p است، پس در بازۀ

- گزينۀ «- گزينۀ «۳»- ۲

ابتدا نمودار- ۳ - گزينۀ «- گزينۀ «۱» 

هر يک از گزينه ها را بررسی می كنيم: - ۴ - گزينۀ «- گزينۀ «۴» 
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] تابع اكيداً  , ]2 p | در بازۀ sin |x گزينۀ (۲): با توجه به نمودار زير، تابع
نزولی است.

Þ

، به صورت شكل صفحۀ  y x x x= - + = -2 2
8 16 4( ) گزينۀ (۳): نمودار تابع

] اكيداً نزولی است. , ]2 p بعد است و با توجه به شكل می بينيم كه تابع  در بازۀ

گزينۀ (۴):
y x x

x x

x x
= =

³

- <

ì
í
ï

îï
| |

2

2

0

0

] تابع اكيداً صعودی است. , ]2 p  در بازۀ
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