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فصل اول

درس اول: هندسة تحلیلی

محوره�ای مختص�ات در صفح�ه، دو محور با مبدأ مش�ترک هس�تند که ه�ر یک بر دیگری عمود اس�ت. 
 محوره�ای مختص�ات، صفحه را ب�ه چهار ناحیه تقس�یم می کنند که هر ی�ک از آن ها را ی�ک ربع می نامند 
 P ش�کل را ببینید(. نقطه های روی محورهای مختصات در هیچ ربعی نیس�تند. هر نقطه در صفحه مانند(
a اس�ت. a را طول نقطۀ P می نامند و معمولًا آن را با  b( , ) متناظر با زوج مرتبی از عددهای حقیقی مانند 
Py نشان می دهند. a و b را مختصات  Px نشان می دهند. b را عرض نقطۀ P می نامند و معمولًا آن را با 

a است. b( , ) P می نویسند، که یعنی P نقطۀ  a b( , ) نقطۀ P می نامند و گاهی این نقطه را به شکل 

مطالب تکمیلی دربارۀ معادلۀ خط راست

B دو نقطه در صفحه باشند  BB x y( , ) A و  AA x y( , ) از هر دو نقطه در صفحۀ مختصات فقط یک خط راست می گذرد. فرض کنید 
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A شیب خط راستی که از نقطه های A و B می گذرد برابر است با  Bx x≠ و 
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C نقطه ای به جز این نقطه ها و روی این  x y( , ) . اگر  x x≠1 2 B بگذرد و  x y( , )2 2 A و  x y( , )1 1 فرض کنید خط راس�ت l از نقطه های 

. در نتیجه y y y y
x x x x
− −

=
− −

1 1 2

1 1 2
خط باشد، چون شیب خط راستی که از A و C می گذرد با شیب خط راستی که از A و B می گذرد برابر است، پس 

 l هم در این معادله صدق می کنند. پس مختصات هر نقطه روی خط B و A چون مختصات نقطه های . y y
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در این معادله صدق می کند.

 است.
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(، به صورت  x x≠1 2 x می گذرد )که در اینجا  y( , )2 2 x و  y( , )1 1 معادلۀ خط راستی که از نقطه های 

x ضرب کنیم به دست می آید x−1 2 y را در  y
y y x x
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اگر دو طرف معادلۀ خط راست 

x x y x x y y y x y y x( ) ( ) ( ) ( )− − − = − − −1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
ax است. by c+ + =۰ اگر عبارت های سمت چپ را به سمت راست ببریم، معلوم می شود که معادلۀ خط راست به صورت 

a است.
b

− ax است. شیب این خط برابر با  by c+ + =۰ معادلۀ هر خط راست به صورت 

y را با m نش�ان دهیم، معلوم  y
x x
−
−

1 2

1 2
، یعنی  x x( )≠1 2 x می گذرد  y( , )2 2 x و  y( , )1 1 اگ�ر ش�یب خط راس�تی را که از نقطه ه�ای 

y نوشت. اگر این معادله را ساده کنیم معلوم می شود که می توان  y m x x( )− = −1 1 می شود که معادلۀ خط راست را می توان به صورت 
)b محل برخورد این خط با محور y است و b را عرض  , )۰ . توجه کنید که نقطۀ  b y mx( )= −1 1 y نوشت  mx b= + آن را به شکل 

)a محل برخورد خط با محور x باشد، a را طول از مبدأ خط می نامند. , )۰ از مبدأ این خط می نامند. در ضمن، اگر نقطۀ 
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)3(

y است. mx b= + b است به صورت  معادلۀ خط راستی که شیب آن برابر m و عرض از مبدأ آن برابر 

خط های موازی و خط های عمود بر هم

.m m=1 2 l2 موازی اند اگر و فقط اگر  l2 دو خط راست غیرموازی با محور y با شیب هایm1 و m2 باشند. در این صورت l1 و  الف( فرض کنیدl1 و 
.m m =−1 2 l2 بر هم عمودند، اگر و فقط اگر 1 l2 دو خط راست غیرموازی با محورهای مختصات باشند، در این صورت l1 و  ب( فرض کنید l1 و 
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x عمود باشد. y− + =2 4 7 ۰ ) بگذرد و بر خط  , )2 1 معادلۀ خط راستی را بنویسید که از نقطۀ 

m=−2. معادلۀ  ، پس  m=−1 1
2

. اگر ش�یب خط مورد نظر m باشد، آن گاه  − =
−
2 1
4 2

x برابر اس�ت با  y− + =2 4 7 ۰ ش�یب خط 

y است. x+ − =2 5 ۰ ، یعنی  y x( )− =− −1 2 2 ) می گذرد به صورت  , )2 1 2− است و از نقطۀ  خط راستی که شیب آن 

) می گذرد عمود  , )1 ۸ ) و  , )−1 4 ) می گذرد بر خط راستی که از نقطه های  , )2 7 )a و  , )3 اگر خط راستی که از نقطه های 
باشد، مقدار a چقدر است؟

−7  )4   13
2

 )3   −13
2

 )2  7 )1

 ( , )−1 4 . شیب خط راستی که از نقطه های  a a− = −
−
7 7

3 2
) می گذرد برابر است با  , )2 7 )a و  , )3 شیب خط راستی که از نقطه های 

1− است، پس  . اگر دو خط بر هم عمود باشند، حاصل ضرب شیب های آن ها برابر  − =
− −
4 ۸ 2
1 1

) می گذرد برابر است با  , )1 ۸ و 

a a( )( )− =− ⇒ =137 2 1
2

) می گذرد عمود است. , )−3 ۶ ) و  , )2 5 ) می گذرد و بر خط راستی که از نقطه های  , )−3 5 معادلۀ خط راستی را بنویسید که از نقطۀ 

.اگر شیب خط مورد نظر برابر m باشد، چون بر این خط  − =−
+

5 ۶ 1
2 3 5

) می گذرد برابر است با  , )−3 ۶ ) و  , )2 5 شیب خط راستی که از نقطه های 

) می گذرد به صورت زیر است: , )−3 5 m=5. معادلۀ خط راستی که شیب آن ۵ است و از نقطۀ  )m، در نتیجه  )− =−1 1
5

عمود است، پس 
y x y x( )− = + ⇒ − − =5 5 3 5 2۰ ۰

) است. معادلۀ این خط راست را بنویسید. , )−3 1 ) بر خط راست l نقطۀ  , )2 3 پای عمود وارد از نقطۀ 

) می گذرد عمود است )شکل را ببینید(.  , )−3 1 ) و  , )2 3 خط مورد نظر بر خط راستی که از نقطه های 

. اگر m شیب  + =−
−
3 1 4
2 3

) می گذرد برابر است با  , )−3 1 ) و  , )2 3 شیب خط راستی که از نقطه های 

1 اس�ت و از نقطۀ 
4

=m. ش�یب خط مورد نظر  1
4

)m، پس  )− =−4 خط مورد نظر باش�د، آن گاه 1

) می گذرد، بنابراین معادلۀ آن به صورت زیر است: , )−3 1
y x x y( )+ = − ⇒ − − =11 3 4 7 ۰

4
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)4(

x کدام نقطه است؟ y+ − =2 7 ۰ ) بر خط  , )3 4 پای عمود وارد از نقطۀ 

 ( , )1 5  )2    ( , )۹ 17
5 5

 )1

( , )−5 1  )4    ( , )−1 5  )3

)m، یعنی  )− =−2 . بنابراین اگر ش�یب خط مورد نظر برابر m باش�د، آن گاه 1 − =−2 2
1

x برابر اس�ت با  y+ − =2 7 ۰ ش�یب خط 

) می گذرد به صورت زیر است: , )3 4 1 است و از نقطۀ 
2

m=1. معادلۀ خط راستی که شیب آن 
2

y x x y( )− = − ⇒ − + =14 3 2 5 ۰
2

 را 
x y

x y

+ − =


− + =

2 7 ۰

2 5 ۰
x اس�ت. اگر دس�تگاه معادله های  y− + =2 5 ۰ x و  y+ − =2 7 ۰ پای عمود مورد نظر محل برخورد خط های 

) است. , )۹ 17
5 5

. بنابراین نقطۀ مورد نظر  y=17
5

x و  = ۹
5

حل کنیم به دست می آید 

C رأس های مثلثی قائم الزاویه هستند. ( , )4 1 B و  ( , )− −2 1  ،A ( , )3 4 ثابت کنید نقطه های 

BCm و   
− −= =
− −
1 1 1
2 4 3

 ، ABm += =
+

4 1 1
3 2

ش�یب خط ه�ای راس�تی ک�ه ضلع ه�ای مثل�ث ABC روی آن ه�ا ق�رار دارن�د برابر اس�ت ب�ا 

، پس ضلع های BC و AC بر هم عمودند و مثلث ABC قائم الزاویه است. BC ACm m ( )× = × − =−1 3 1
3

. چون  ACm −= =−
−
4 1 3
3 4

C رأس های مثلث ABC هستند. معادلۀ خط راستی را که ارتفاع وارد از رأس  ( , )− −2 1 B و  ( , )−4 ۹  ،A ( , )1۰ 4 نقطه های 

A روی آن قرار دارد بنویسید.

. بنابراین  + =−
− +
۹ 1 5
4 2

ارتفاع وارد از رأس A بر ضلع BC عمود اس�ت. ش�یب خط راستی که از نقطه های B و C می گذرد برابر است با 

 1
5

=m. معادلۀ خط راستی که شیب آن  1
5

)m، پس  )− =−5 اگر شیب خط راستی که ارتفاع روی آن قرار دارد برابر m باشد، آن گاه 1
A می گذرد به صورت زیر است: ( , )1۰ 4 است و از نقطۀ 

y x x y( )− = − ⇒ − + =14 1۰ 5 1۰ ۰
5

فاصلۀ بین دو نقطه

 B و A است. اگر نقطه های AB برابر با طول پاره خط B و A دو نقطه روی محور باشند. در این صورت، فاصلۀ بین B و A فرض کنید
( برابر با  a b< a یا  b> متناظر با عددهای a و b باش�ند، از روی ش�کل های زیر معلوم اس�ت که طول پاره خط AB )بر حس�ب اینکه 

. a b| |− b است که با نمادگذاری قدرمطلقی می شود  a− a یا  b−

             
Bx نشان دهیم، نتیجۀ زیر به دست می آید: Ax و  اگر a و b را با 

A است. Bx x| |− Bx باشند، فاصلۀ بین A و B برابر با  Ax و  اگر نقطه های A و B روی محور متناظر با عددهای 
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B دو نقطه در صفحۀ مختصات باشند. از روی شکل  BB x y( , ) A و  AA x y( , ) اکنون فرض کنید 

. در نتیجه، بنابر قضیۀ فیثاغورس  A BBH y y| |= − A و  BAH x x| |= − روبه رو معلوم است که 

. بنابرای�ن  می ت�وان  A B A BAB AH BH x x y y| | | |= + = − + −2 2 2 2 2  ، AHB در مثل�ث

. منظورم�ان از فاصلۀ دو نقطۀ A و B طول  A B A BAB x x y y( ) ( )= − + −2 2 نتیج�ه گرفت 
پاره خط AB است. بنابراین نتیجۀ زیر به دست می آید.

. A B A BAB x x y y( ) ( )= − + −2 2 B در صفحۀ مختصات برابر است با  BB x y( , ) A و  AA x y( , ) فاصلۀ دو نقطۀ 

م .	:لاث ( ( )) ( )− − + − − = + = =2 2 2 21 2 2 2 3 4 25 5 ) در صفحۀ مختصات برابر است با  , )−2 2 )  و , )−1 2 فاصلۀ نقطه های

C برابر است. مقدار a چقدر است؟ ( , )3 5 B و  ( , )−11 A از نقطه های  a( , )1 فاصلۀ نقطۀ 

۴ )4  ۳ )3  ۲ )2  ۱ )1

توجه کنید که
AB AC a a a a a a( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ + + − = − + − ⇒ + + + = − + +2 2 2 2 2 21 1 1 3 1 5 2 1 ۰ ۶ ۹ 1۶

اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم به دست می آید
a a a a a a+ + = − + ⇒ = ⇒ =2 22 1 ۶ 25 ۸ 24 3

) برابر باشد. , )−2 5 ) و  , )1 3 نقطه ای روی محور x پیدا کنید که فاصله اش از نقطه های 

) برابر است با , )1 3 )a باشد. در این صورت فاصله اش تا نقطۀ  , )۰ فرض کنید نقطۀ مورد نظر 

a a a a( ) ( ) ( )− + − = − + = − +2 2 2 21 ۰ 3 1 ۹ 2 1۰

. a a a a( ) ( ( )) ( )− + − − = − + = − +2 2 2 22 ۰ 5 2 25 4 2۹ ) برابر است با  , )−2 5 و فاصله اش از نقطۀ 

. اگر دو طرف این تساوی را به توان دو برسانیم، نتیجه می شود a a a a− + = − +2 22 1۰ 4 2۹ در نتیجه باید 

a a a a a a− + = − + ⇒ = ⇒ =2 2 1۹2 1۰ 4 2۹ 2 1۹
2

C هستند، متساوی الساقین است. ( , )3 1 B و  ( , )−5 3  ،A ( , )۰ ۶ ثابت کنید مثلثی که رأس هایش نقطه های 

AB. بنابراین  ( ) ( )= + + − = + =2 2۰ 5 ۶ 3 25 ۹ 34 AC و  ( ) ( )= − + − = + =2 2۰ 3 ۶ 1 ۹ 25 34 توج�ه کنید ک�ه 
AB و مثلث ABC متساوی الساقین است. AC=

C دو سر قاعدۀ مثلث متساوی الساقین ABC هستند. رأس A کدام نقطه می تواند باشد؟ ( , )−2 7 B و  ( , )1 3 نقطه های 

( , )1 7
۶

 )4   ( , )5 ۶
۶

 )3   ( , )− 1 5
3

 )2   ( , )1 ۶  )1

a باشد. در این صورت b( , ) فرض کنید A نقطۀ 

AB AC a b a b a b a b

a a b b a a b b a b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ − + − = + + − ⇒ − + − = + + −

− + + − + = + + + − + ⇒− + =

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 3 2 7 1 3 2 7

2 1 ۶ ۹ 4 4 14 4۹ ۶ ۸ 43

) باشد. , )5 ۶
۶

) در این تساوی صدق می کند و مختصات بقیۀ نقطه ها صدق نمی کنند. بنابراین A می تواند نقطۀ  , )5 ۶
۶

مختصات نقطۀ 
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C رأس های مثلثی متساوی الاضلاع هستند. a و b را پیدا کنید. a b( , ) B و  ( , )3 ۰  ،A ( , )۰ ۰ نقطه های 

AB. بنابراین ( ) ( )= − + − =2 2۰ 3 ۰ ۰ 3 توجه کنید که 

AC a b a b

BC a b a b a a b

(1)

(2)

( ) ( )

( ) ( ) ( )

= ⇒ − + − = ⇒ + =

= ⇒ − + − = ⇒ − + = ⇒ − + + =

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 ۰ ۰ 3 ۹

3 3 ۰ 3 3 ۹ ۹ ۶ ۹

. b a= − = − =2 2 ۹ 27۹ ۹
4 4

. در نتیجه از تساوی )۱( به دست می آید  a = 3
2

، پس  a− =۹ ۶ ۰ از تساوی های )۱( و )۲( نتیجه می شود 

. b=± 3 3
2

بنابراین 

) به ترتیب برابر با ۱ و ۴ باشد. , )2 4 ) و  , )−1 ۰ نقطه ای پیدا کنید که فاصله اش از نقطه های 

x می نامیم. در این صورت y( , ) نقطۀ مورد نظر را 

x y x y

x yx y

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

 + + − = + + = ⇒ 
  − + − =− + − = 

2 2 2 2

2 22 2

1 ۰ 1 1 1

2 4 1۶2 4 4

اگر این تساوی ها را ساده کنیم به دست می آید
x x y x x y y      ( ) , ( )+ + = − + + − =2 2 2 22 ۰ 1 4 4 ۸ ۰ 2

. اگر این مقدار y را در تساوی )۱( قرار دهیم و ساده کنیم به دست  xy − += 3 2
4

اگر تساوی )۱( را از تساوی )۲( کم کنیم، به دست می آید 

. بنابراین نقطۀ مورد نظر  xy − += =3 2 4
4 5

x و در نتیج�ه  =− 2
5

. بنابراین  x( )+ =25 2 x در نتیج�ه ۰ x+ + =225 2۰ 4 می آی�د ۰

) است. , )− 2 4
5 5

C به یک فاصله باشد. ( , )−5 1 B و  ( , )−3 5  ،A ( , )1 3 نقطۀ P را طوری پیدا کنید که از نقطه های 

a باشد. در این صورت b( , ) فرض کنید P نقطۀ 

PA PB a b a b a b a b

a a b b a a b b a b

PA PC a b a b a b a b

a a b b a a b b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= ⇒ − + − = + + − ⇒ − + − = + + −

− + + − + = + + + − + ⇒− + =

= ⇒ − + − = − + + ⇒ − + − = − + +

− + + − + = − + + + + ⇒

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 3 3 5 1 3 3 5

2 1 ۶ ۹ ۶ ۹ 1۰ 25 2 ۶ 1

1 3 5 1 1 3 5 1

2 1 ۶ ۹ 1۰ 25 2 1 a b ( )− =2 2
) است. , )− −۸ 1۰ . بنابراین P نقطۀ  b=−1۰ a و  =−۸ اگر دستگاه معادله های )۱( و )۲( را حل کنیم به دست می آید 

مختصات نقطۀ وسط پاره خط

فرض کنید A و B دو نقطه روی محور باشند و نقطۀ M وسط پاره خط AB باشد )شکل روبه رو 
را ببینید(. در این صورت

A B
M A B M M

x x
AM BM x x x x x

+
= ⇒ − = − ⇒ =

2
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)7(

B دو نقطه در صفحۀ مختصات باش�ند و نقطۀ  BB x y( , ) A و  AA x y( , ) اکن�ون ف�رض کنید 

M وس�ط پاره خط AB باش�د )ش�کل روبه رو را ببینید(. در این صورت از همنهش�تی  MM x y( , )

مثلث های AMK و MBL نتیجه می شود

A B
M A B M M

x x
AK ML x x x x x

+
= ⇒ − = − ⇒ =

2

. A B
M

y y
y

+
=

2
به همین ترتیب معلوم می شود که 

B دو نقط�ه در صفحه باش�ند و نقطۀ M وس�ط پاره خط AB باش�د. در این صورت،  BB x y( , ) A و  AA x y( , ) ف�رض کنی�د 

. A B
M

y y
y

+
=

2
A و  B

M
x x

x
+

=
2

مختصات نقطۀ M برابرند با 

م B برابرند با	:لاث ( , )3 ۶ A و  ( , )−1 4 مختصات نقطۀ M وسط پاره خط میان نقطه های 

A B
M

A B
M

x x
x

y y
y

+ − += = =

+ += = =

1 3 1
2 2

4 ۶ 5
2 2

م a برابرند با	:لاث b( , )− +3 2 5 a و  b( , )− −1 3 2 مختصات نقطۀ M وسط پاره خط میان نقطه های 

A B
M

A B
M

x x a ax

y y b by

+ − + −= = =

+ − + += = =

1 3 1
2 2

3 2 2 5 4
2 2

C رأس های مثلث ABC هستند. طول میانه ای را که از رأس A می گذرد حساب کنید. ( , )− −2 1 B و  ( , )−4 ۹  ،A ( , )1۰ 4 نقطه های 

B به دست می آید. بنابراین C B Cx x y y
( , ) ( , ) ( , )

+ + − − −= = −4 2 ۹ 1 3 4
2 2 2 2

نقطۀ M وسط ضلع BC ، به صورت 

 AM ( ) ( )= + + − = =2 2 21۰ 3 4 4 13 13  

) نقطه های وس��ط ضلع هایی که از این رأس می گذرند باش��ند،  , )5 2 ) و  , )−2 3 ) رأس��ی از یک مثلث باش��د و  , )11 اگر نقطۀ 
مختصات دو رأس دیگر را پیدا کنید.

) وسط ضلع AC باشند. توجه کنید که , )5 2 ) وسط ضلع AB و نقطۀ  , )−2 3 ) رأس A ، نقطۀ  , )11 فرض کنید نقطۀ 

A B A B B Bx x y y x y
ABÍ±ò ôw» ( , ) ( , )

+ + + +
= =

1 1
2 2 2 2

) است. به همین  , )−5 5 . بنابراین مختصات رأس B نقطۀ  Bx =−5 −+Bx بنابراین  =
1

2
2

By و  =5 =+By در نتیجه 
1

3
2

پس 

، پس A C A C C Cx x y y x y
ACÍ±ò ôw» ( , ) ( , )

+ + + +
= =

1 1
2 2 2 2

ترتیب، 

 C C
C C

x y
x y      ,

+ +
= ⇒ = = ⇒ =
1 1

5 ۹ 2 3
2 2

) است. , )۹ 3 بنابراین مختصات رأس C نقطۀ 

x

y

A
x

B
x

A
y

B
y

A

B

K

L
M

M
x

M
y
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فصل اول: هندسۀ تحلیلی و جبر
)8(

) است. معادلۀ خط l کدام است؟ , )5 2 وسط پاره خطی که دو سر آن نقطه های برخورد خط راست l با محورهای مختصات هستند، نقطۀ 
x y+ =2 3 1۶  )4   x y− =3 2 11 )3   x y+ =2 5 2۰  )2   x y+ =5 2 2۹  )1

)b قطع می کند. در این صورت وسط پاره خطی که دو سرش این دو  , )۰ )a و  , )۰ فرض کنید خط l محورهای مختصات را در نقطه های 

a است. بنابراین b( , )
2 2

a یعنی  b( , )+ +۰ ۰
2 2

نقطه هستند، نقطۀ 

a b a b a b    ( , ) ( , ) , ,= ⇒ = = ⇒ = =5 2 5 2 1۰ 4
2 2 2 2

) می گذرد، به صورت زیر است: , )۰ 4 ) و  , )1۰ ۰ معادلۀ خط راستی که از نقطه های 

y x y x y x( ) ( )−− = − ⇒ =− − ⇒ + =
−

۰ 4 2۰ 1۰ 1۰ 5 2 2۰
1۰ ۰ 5

) را بنویسید. , )−1 2 ) و  , )3 4 معادلۀ عمودمنصف پاره خط میان نقطه های 

) می گذرد برابر  , )−1 2 ) و  , )3 4 ) اس�ت. شیب خط راس�تی که از نقطه های  , )1 3 )، یعنی  , )− +3 1 4 2
2 2

وس�ط پاره خط مورد نظر نقطۀ 

m=−2. معادلۀ خط راستی که  ×m، پس  =−1 1
2

. بنابراین اگر شیب عمودمنصف مورد نظر برابر m باشد، آن گاه  − =
+

4 2 1
3 1 2

است با 

) می گذرد به صورت زیر است: , )1 3 2− است و از نقطۀ  شیب آن 
y x x y( )− =− − ⇒ + − =3 2 1 2 5 ۰

D رأس های  DD x y( , ) C و  CC x y( , ) ، B BB x y( , ) ، A AA x y( , ) فرض کنید نقطه های 

M محل برخورد قطرهای این متوازی الاضلاع باشند.  MM x y( , ) متوازی الاضلاع ABCD و نقطۀ 

چون در متوازی الاضلاع قطرها یکدیگر را نصف می کنند، پس نقطۀ M هم وس�ط پاره خط AC اس�ت و 

. B D
M

x x
x

+
=

2
A و C

M
x x

x
+

=
2

هم وسط پاره خط BD . در نتیجه

 . A C
M

y y
y

+
=

2
B و  D

M
y y

y
+

=
2

. به همین ترتیب  A C B Dx x x x+ = + بنابراین 

. A C B Dy y y y+ = + بنابراین 

D رأس های متوازی الاضلاع ABCD باشند، آن گاه DD x y( , ) C و  CC x y( , )  ، B BB x y( , )  ، A AA x y( , ) اگر 

A C B D A C B Dx x x x y y y y,+ = + + = +

D رأس های متوازی الاضلاع ABCD باشند، نقطۀ D کدام است؟ a b( , C و ( ( , )5 7  ،B ( , )۸ 4  ،A ( , )−2 2 اگر نقطه های 

( , )− −1 1  )4   ( , )−11  )3   ( , )−1 1  )2   ( , )11  )1

توجه کنید که

A C B Dx x x x a a+ = + ⇒ + = + ⇒ =−2 5 ۸ 1

همین طور

A C B Dy y y y b b+ = + ⇒− + = + ⇒ =2 7 4 1

) است. , )−11 بنابراین D نقطۀ 
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)9(

a چقدر است؟ b− D رأس های متوازی الاضلاع ABCD هستند. مقدار  ( , )3 2 C و  b( , )3  ،B ( , )1 4  ،A a( , )2 نقطه های 

۴ )4  ۳ )3  ۲ )2  ۱ )1

توجه کنید که
A C B Dx x x x b b+ = + ⇒ + = + ⇒ =2 1 3 2

همین طور
A C B Dy y y y a a+ = + ⇒ + = + ⇒ =3 4 2 3

. a b− بنابراین 1=

) رأس های یک متوازی الاضلاع هستند. , )4 1 ) و  , )7 2  ،( , )−2 5  ،( , )− −1 ۶ ثابت کنید نقطه های 

) و نقطۀ , )− −1 ۶ اگر قطرهای یک چهارضلعی یکدیگر را نصف کنند، این چهارضلعی متوازی الاضلاع است. وسط پاره خط میان نقطه های 

( , ) ( , )+ − + = −2 4 5 1 3 2
2 2

) نقطۀ  , )4 1 ) و  , )−2 5 ) است. وسط پاره خط میان نقطه های  , ) ( , )− + − + = −1 7 ۶ 2 3 2
2 2

) نقطۀ  , )7 2

است. چون دو نقطۀ به دست آمده یکی هستند، نتیجه می گیریم چهار نقطۀ داده شده رأس های یک متوازی الاضلاع هستند.

فاصلۀ نقطه از خط راست

. ax by c

a b

| |+ +

+

۰ ۰
2 2

ax برابر است با  by c+ + =۰ x از خط  y( , )۰ ۰ فاصلۀ نقطۀ 

م .	:لاث | ( ) |

( )

× − − +
= =

+ −2 2
3 1 4 4 ۶ 25 5

53 4
x برابر است با  y− + =3 4 ۶ ۰ ) از خط  , )−1 4 فاصلۀ نقطۀ 

م x می نویس�یم، س�پس 	:لاث y− − =2 ۶ y را پیدا کنیم، ابتدا خط را به صورت ۰ x= −2 ۶ ) از خط  , )2 3 برای اینکه فاصلۀ نقطۀ 

. | | | |

( )

× − − −
= = =

+ −2 2
2 2 3 ۶ 5 5 5

5 52 1
از دستور فاصلۀ نقطه از خط استفاده می کنیم. در این صورت به دست می آید 

x چقدر است؟ y( ) ( )+ = −12 4 5 2 ) از خط  , )11 فاصلۀ نقطۀ 

ابتدا معادلۀ خط را به صورت زیر می نویسیم:
x y x y x y( ) ( )+ = − ⇒ + = − ⇒ − + =12 4 5 2 12 4۸ 5 1۰ 12 5 5۸ ۰

. | |

( )

× − × +
= =

+ −2 2
12 1 5 1 5۸ ۶5 5

1312 5
) از این خط برابر است با  , )11 بنابراین فاصلۀ نقطۀ 

x چقدر است؟ y+ + =4 3 2۰ ۰ ) بر خط  , )3 1 طول عمود وارد از نقطۀ 
۸ )4  7 )3  ۵ )2  ۶ )1

x در حقیقت فاصلۀ این نقطه از این خط است که برابر است با y+ + =4 3 2۰ ۰ ) بر خط  , )3 1 طول عمود وارد از نقطۀ 
| |× + × +

= =
+2 2

4 3 3 1 2۰ 35 7
54 3
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فصل اول: هندسۀ تحلیلی و جبر
)10(

13 است. مقدار c را پیدا کنید. x برابر  y c− + =2 3 ۰ ) از خط  , )4 1 فاصلۀ نقطۀ 

x برابر است با y c− + =2 3 ۰ ) از خط  , )4 1  فاصلۀ نقطۀ 

c c c c c c  

| | | |
| | ,

( )

× − × + +
= ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =± ⇒ = =−

+ −2 2
2 4 3 1 513 13 5 13 5 13 ۸ 1۸

132 3

1− و فاصلۀ مبدأ از آن ها برابر ۵ است. معادلۀ خط های راستی را بنویسید که شیب آن ها برابر 

. a b= ، در نتیجه  a
b

− ax ویژگی های مورد نظر را داشته باشد، چون شیب این خط 1− است، پس 1−= by c+ + =۰ فرض کنید خط 

از طرف دیگر، چون فاصلۀ مبدأ از این خط برابر با ۵ است، پس
a a c c c a c a

aa a

| | | |
| | | |

| |

× + × +
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =±

+2 2
۰ ۰ 5 5 5 2 5 2

2

 x y+ + =5 2 ۰ ax هستند که می توان آن ها را به صورت  ay a+ − =5 2 ۰ ax و  ay a+ + =5 2 ۰ بنابراین خط های مورد نظر 

x نوشت. y+ − =5 2 ۰ و 

x برابر ۵ است پیدا کنید. y+ − =4 3 1 ۰ y را که فاصلۀ آن ها از خط  x= نقطه های روی خط 

x برابر ۵ باشد، آن گاه y+ − =4 3 1 ۰ a است. اگر فاصلۀ این نقطه تا خط  a( , ) y به صورت  x= هر نقطه روی خط 
a a a a a a a| | | |

| | ,
+ − −

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − =± ⇒ =− =
+2 2

4 3 1 7 1 24 2۶5 5 7 1 25 7 1 25
5 7 74 3

) هستند. , )2۶ 2۶
7 7

) و  , )− −24 24
7 7

بنابراین نقطه های مورد نظر 

) از آن ها برابر است. , )3 7 ) و  , )−5 1 ) می گذرند و فاصلۀ نقطه های  , )−2 3 معادلۀ خط های راستی را بنویسید که از نقطۀ 

mx اس�ت. فاصلۀ نقطۀ  y m− + + =2 3 ۰ y یعنی  m x( )− = +3 2 ) می گ�ذرد به صورت  , )−2 3 معادل�ۀ خط راس�تی ک�ه از نقطۀ 

) از خط م�ورد نظر برابر اس�ت با  , )3 7 . فاصلۀ نقط�ۀ  m m m

m m

| ( ) | | |

( )

× − − + + +
=

+ − +2 2 2
5 1 2 3 7 4

1 1
) از ای�ن خ�ط برابر اس�ت ب�ا  , )−5 1

. اگر این دو فاصله برابر باشند، آن گاه m m m

m m

| | | |

( )

× − + + −
=

+ − +2 2 2
3 7 2 3 5 4

1 1
m m m m m m| | | | ( ) ,+ = − ⇒ + =± − ⇒ = =−7 4 5 4 7 4 5 4 ۰ 4

x هستند. y+ + =4 5 ۰ y یعنی  x( )− =− +3 4 2 −y و  =3 ۰ بنابراین خط های مورد نظر 

) هستند چقدر است؟ , )1 2 ) و  , )−4 1  ، ( , )2 3 مساحت مثلثی که رأس هایش نقطه های 

) روی آن قرار دارند به صورت زیر است: , )1 2 ) و  , )2 3 معادلۀ خط راستی که رأس های 

 y x x y( )−− = − ⇒ − + =
−

3 23 2 1 ۰
2 1

 

 ( , )2 3 . فاصلۀ رأس های  | ( ) |

( )

− − +
=

+ −2 2
4 1 1 ۶

21 1
) تا این خط که برابر طول ارتفاع وارد از این رأس است، برابر است با  , )−4 1 فاصلۀ رأس 

. × × =1 ۶ 2 3
2 2

. بنابراین مساحت مثلث برابر است با  ( ) ( )− + − =2 22 1 3 2 2 ) هم برابر است با  , )1 2 و 
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)11(

x کدام نقطه است؟ y+ − =3 7 ۰ ) نسبت به خط  , )3 ۸ قرینۀ نقطۀ 
( , )3 ۸  )4   ( , )−1 4  )3   ( , )− −3 ۸  )2   ( , )− −1 4  )1

′AA نقطۀ  x باش�د. وس�ط پاره خط  y+ − =3 7 ۰ A قرینۀ A نس�بت به خط  a b( , )′ ) باش�د و نقطۀ  , )3 ۸ ف�رض کنی�د A نقطۀ 

x قرار دارد، پس y+ − =3 7 ۰ a است که چون روی خط  b( , )+ +3 ۸
2 2

a b a b ( )+ ++ − = ⇒ + =−3 ۸3 7 ۰ 3 13 1
2 2

′A می گذرد عمود اس�ت، در نتیجه حاصل ضرب ش�یب های آن ها برابر  x بر خط راس�تی که از A و  y+ − =3 7 ۰ از طرف دیگر، خط 
1b− است. بنابراین b a a b

a
( ) ( ) ( )− × − =− ⇒ − = − ⇒ − =

−
۸ 1 1 ۸ 3 3 3 1 2
3 3

) است. , )− −1 4 ′A نقطۀ  . بنابراین  b=−4 a و  از تساوی های )۱( و )۲( به دست می آید 1−=

ax باش�ند. فاصلۀ دو خط موازی همه جا یکس�ان  by c′+ + =۰ ax و  by c+ + =۰ l2 دو خط موازی با معادله های  فرض کنید l1 و 
l2 است. پس می توان نتیجه گرفت که فاصلۀ  x روی خط l1 تا خط  y( , )۰ ۰ است، پس فاصلۀ این دو خط برابر با فاصلۀ نقطه ای مانند 

ax اس�ت، پس مختصات  by c+ + x نقطه ای روی خط ۰= y( , )۰ ۰ . از طرف دیگر، چون  ax by c

a b

| |′+ +

+

۰ ۰
2 2

l2 برابر اس�ت با  l1 و 

. به این ترتیب،  ax by c+ =−۰ ۰ ، یعنی  ax by c+ + =۰ ۰ ۰ آن در این معادله صدق می کند. بنابراین 
ax by c c c c cl l

a b a b a b
» áï¾±ÅIÎ

| | | | | |′+ + ′ ′− + −
= = =

+ + +

۰ ۰
2 1 2 2 2 2 2 2

. c c

a b

| |′−

+2 2
ax برابر است با  by c′+ + =۰ ax و  by c+ + =۰ فاصلۀ خط های موازی 

x چقدر است؟ y+ =۶ ۸ 15 x و  y+ =3 4 ۹ فاصلۀ خط های 

x دربیاید. اکنون معادلۀ خط ها را به صورت  y+ =۶ ۸ 1۸ x را در ۲ ضرب می کنیم تا به صورت  y+ =3 4 ۹ ابتدا دو طرف معادلۀ خط 
x می نویسیم. در این صورت، فاصلۀ خط ها برابر است با  y+ − =۶ ۸ 15 ۰ x و  y+ − =۶ ۸ 1۸ ۰

c c

a b

| | | ( )| | |′− − − − −
= = =

+ +2 2 2 2
1۸ 15 3 3

1۰1۰۰۶ ۸

x هستند. مساحت این مربع چقدر است؟ y− + =5 12 2۶ ۰ x و  y− − =5 12 ۶5 ۰ دو ضلع مربعی روی خط های 

x است. فاصلۀ این دو خط برابر است با y− + =5 12 2۶ ۰ x و  y− − =5 12 ۶5 ۰ طول ضلع مربع مورد نظر فاصلۀ خط های 
c c

a b

| | | |′− − −
= = =

+ +2 2 2 2
۶5 2۶ ۹1 7

135 12
. =27 4۹ بنابراین مساحت مربع برابر است با 

x موازی است و فاصله اش از این خط ها برابر است. y+ + =3 2 4 x و ۰ y+ − =۹ ۶ 7 معادلۀ خط راستی را بنویسید که با خط های ۰

d  می نویس�یم. فرض کنید معادلۀ خط مورد نظر  x y: + + =2 ۹ ۶ 12 ۰ d و  x y  : + − =1 ۹ ۶ 7 ۰ ابتدا خط های داده ش�ده را به صورت 
d2 برابر است، پس d1 و  x باشد. چون فاصلۀ این خط از  y c+ + =۹ ۶ ۰ به صورت 

c c c c c c| ( )| | |
| | |c | ( )

− − −
= ⇒ + = − ⇒ + =± − ⇒ =

+ +2 2 2 2
7 12 57 12 7 12

2۹ ۶ ۹ ۶
x است. y+ + =1۸ 12 5 ۰ x یا  y+ + =5۹ ۶ ۰

2
بنابراین معادلۀ خط مورد نظر 

9 

راه حل

21

راه حل

22

راه حل

23

راه حل
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x موازی هستند و فاصلۀ آن ها از این خط برابر ۳ است. y− − =4 3 15 معادلۀ خط های راستی را بنویسید که با خط ۰

x است. چون فاصلۀ این خط ها برابر با ۳  y c− + =4 3 x موازی است، معادلۀ آن به صورت ۰ y− − =4 3 15 چون خط مورد نظر با خط ۰
است، پس

c c c c c c| ( )| | |
| | ,

− − +
= ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =± ⇒ = =−

+2 2
15 153 3 15 15 15 15 ۰ 3۰

54 3
x هستند. y− − =4 3 3۰ ۰ x و  y− =4 3 ۰ بنابراین خط های مورد نظر 

24

راه حل

) برابر باشد.- 1 , )−3 4 ) و  , )7 ۶ نقطه ای روی محور x پیدا کنید که فاصله اش از نقطه های 

) برابر باشد.- 2 , )3 2 ) و  , )− −5 2 نقطه ای روی محور y پیدا کنید که فاصله اش از نقطه های 

) را به چه نسبتی تقسیم می کند؟- 3 , )−7 ۹ ) و  , )−3 5 ) پاره خط میان نقطه های  , )−1 3
2 2

نقطۀ 

) هستند، چقدر است؟- 4 , )۰ 3 ) و  , )4 3  ، ( , )۰ ۰ محیط مثلثی که رأس هایش نقطه های 

) هستند، مشخص کنید.- 5 , )1 3 ) و  , )2 2  ،( , )3 1 نوع مثلثی را که رأس هایش نقطه های 

) هستند، متساوی الساقین است.- 6 , )1۰ 15 ) و  , )5 5  ،( , )15 5 ثابت کنید مثلثی که رأس هایش نقطه های 

)a برابر با ۸ باشد.- 7 , )2 ) و  , )3 ۸ مقدارهای a را طوری پیدا کنید که فاصلۀ نقطه های 

)a باش��ند، طول پاره خط های AB و - 8 , )۸ ) و  , )1 3  ،( , )−۶ 1 مقدارهای a را طوری تعیین کنید که اگر B ، A  و C به ترتیب نقطه های 

BC برابر باشد.
) برابر باشد.- 9 , )−2 4 ) و  , )−5 1 x نقطه ای را پیدا کنید که فاصله اش از نقطه های  y− − =2 4 ۰ روی خط 

C رأس های مثلثی متساوی الاضلاع هستند.- 10 a a( , )− 3 3 B و  a a( , )− −  ،A a a( , ) ثابت کنید نقطه های 

B دو رأس مثلث متساوی الاضلاع ABC هستند. رأس C را معین کنید.- 11 ( , )−1 1 A و  ( , )3 3 نقطه های 

) روی این دایره می گذرد پیدا کنید.- 12 , )2 3 ) است. مختصات سر دیگر قطری را که از نقطۀ  , )−2 5 مرکز دایره ای نقطۀ 
) باشد، مختصات - 13 , )−3 1 ) باشد و A نقطۀ  , )1 1 ) نقطۀ  , )4 3 نقطۀ C وسط پاره خط AB است. اگر وسط پاره خط میان نقطه های C و 

نقطۀ B را پیدا کنید.
C هستند، طول میانۀ وارد از رأس A چقدر است؟- 14 ( , )5 1 B و  ( , )−1 1  ،A ( , )−1 3 در مثلث ABC که رأس هایش نقطه های 

BC ق��رار دارند. طول میانۀ - 15 y x: = −2 3 AC و  y x: =− +1 ،AB y x: = ضلع ه��ای مثل��ث ABC روی خط های به معادله های 1+
CM چقدر است؟

) وسط ضلع های AB  و AC از مثلث ABC هستند. طول ضلع BC چقدر است؟- 16 , )− −3 3 ) و  , )3 5 نقطه های 

C سه رأس متوازی الاضلاع ABCD هستند. مختصات رأس D را پیدا کنید.- 17 ( , )5 1 B و  ( , )2 ۰  ،A ( , )1 3 نقطه های 

) متقاطع ان��د، رأس های دیگر این - 18 , )−2 5 ) دو رأس متوازی الاضلاعی باش��ند که قطرهای��ش در نقطۀ  , )−1 ۰ ) و  , )3 2 اگ��ر نقطه ه��ای 
متوازی الاضلاع را پیدا کنید.

)  می گذرد چقدر است؟- 19 , )۸ ۰ ) و  , )−۰ 4 شیب خط راستی که از مبدأ و وسط پاره خط میان نقطه های 

 سه نقطۀ متمایز باشند که روی یک خط راست قرار دارند، مقدار a چقدر است؟- 20
a a

( , )
+ +
1 2
1 1

)a و  , )+1 2  ، a( , )+1 2 اگر 
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) است. معادلۀ خط l را بنویسید.- 21 , )3 2 وسط پاره خطی که نقطه های برخورد خط راست l با محورهای مختصات را به هم وصل می کند، نقطۀ 

) را نصف می کند.- 22 , )−۰ 3 ) و  , )−۶ 5 ) و نیز پاره خط میان نقطه های  , )−7 ۰ ) و  , )5 4 معادلۀ خط راستی را بنویسید که پاره خط میان نقطه های 

) را به چه نسبتی تقسیم می کند؟- 23 , )−1 2 ) و  , )− −3 4 محور x پاره خط میان نقطه های 

C رأس های مثلث ABC هس��تند. معادلۀ خط راس��تی که میانۀ نظیر رأس C روی آن قرار - 24 ( , )4 5 B و  ( , )−2 3  ،A ( , )2 1 نقطه های 

دارد و طول این میانه را پیدا کنید.
x عمود است بنویسید.- 25 y+ + =3 4 5 ۰ ) می گذرد و بر خط  , )1 2 معادلۀ خط راستی را که از نقطۀ 

) بگذرد.- 26 , )3 11 ) و  , )1 5 x عمود باشد و از وسط پاره خط میان دو نقطۀ  y− + =4 ۸ ۰ معادلۀ خط راستی را بنویسید که بر خط 

27 - ( , )−1 3 ) می گذرد و بر خط راستی که از نقطه های  , )۶ 1 ) و  , )−2 1۹ معادلۀ خط راستی را بنویسید که از وسط پاره خط میان نقطه های 

) می گذرد عمود است. , )−5 1 و 

x عمود است و طول از مبدأ آن ۳ است.- 28 y− + =7 5 ۰ معادلۀ خط راستی را بنویسید که بر خط 
x قرار دارد. معادلۀ خط راستی را که - 29 y− + =7 ۸ ) یکی از رأس های مربعی اس��ت که یکی از قطرهایش روی خط راس��ت ۰ , )−4 5 نقطۀ 

قطر دیگر روی آن است بنویسید.
C رأس های مثلث ABC هس��تند و D وس��ط ضلع BC است. معادلۀ خط راستی را بنویسید - 30 ( , )2 2 B و  ( , )۰ ۰  ،A ( , )−1 5 نقطه های 

که از B می گذرد و بر AD عمود است.
) را بنویسید.- 31 , )5 7 ) و  , )1 1 معادلۀ عمودمنصف پاره خط میان نقطه های 

) است. معادلۀ خط l را بنویسید.- 32 , )−2 ۹ پای عمود وارد از مبدأ بر خط راست l نقطۀ 

x از مبدأ دورتر است؟- 33 y− − =4 7 ۰ x و  y− + =3 ۰ کدام یک از خط های 
) می گذرد چقدر است؟- 34 , )2 3 ) و  , )4 1 ) از خط راستی که از نقطه های  , )4 2 فاصلۀ نقطۀ 

) از آن برابر با ۱ است.- 35 , )2 2 ) می گذرد و فاصلۀ نقطۀ  , )۰ 1 معادلۀ خط راستی را بنویسید که از نقطۀ 

5 است.- 36 x عمودند و فاصلۀ مبدأ از آن ها برابر  y+ =2 ۰ معادلۀ خط های راستی را بنویسید که بر خط 
C، طول ارتفاع وارد بر BC چقدر است؟- 37 ( , )−2 3 B و  ( , )−1 4  ،A ( , )3 1 در مثلث ABC با رأس های 

) یک رأس از این مستطیل است. مساحت - 38 , )−2 1 x هستند و نقطۀ  y+ + =2 3 ۶ ۰ x و  y− − =3 2 5 ۰ دو ضلع از مستطیلی روی خط های 
این مستطیل چقدر است؟

5 است پیدا کنید.- 39 x برابر  y+ + =2 2 ۰ x را که فاصلۀ آن ها از خط  y+ + =3 ۰ نقطه های روی خط 
) هستند چقدر است؟- 40 , )−5 ۶ ) و  , )−3 1  ،( , )2 7 مساحت مثلثی که رأس هایش نقطه های 

) نسبت به خط راست l باشد، معادلۀ خط l را بنویسید.- 41 , )4 2 ) قرینۀ نقطۀ  , )−2 ۶ اگر نقطۀ 

x پیدا کنید.- 42 y+ + =5 ۶ ۰ ) را نسبت به خط  , )−4 13 قرینۀ نقطۀ 

x چقدر است؟- 43 y− + =۶ ۸ 5 ۰ x و  y− =3 4 ۸ فاصلۀ خط های 
x برابر است.- 44 y− + =5 2 7 ۰ x و  y− − =5 2 ۹ ۰ x تا خط های  y− − =5 2 1 ۰ ثابت کنید فاصلۀ خط 
x موازی هستند و فاصلۀ آن ها از این خط برابر ۴ است.- 45 y− + =5 12 2۶ ۰ معادلۀ خط های راستی را بنویسید که با خط 



فصل اول

درس اول: هندسۀ تحلیلی

پرسش های چهارگزینه ای

، مجموع مقادیر - 1 AB BC− =2 3 Cx و  m= +3 1 ، Bx m=2  ، Ax m= اگ��ر A و B و C نقاط��ی روی محور طول ها باش��ند و 1−
ممکن برای m کدام است؟

 −3  )4  ۳ )3  ۲ )2   −2  )1
) کدام است؟- 2 , )−4 5 ) و  , )−2 3 نقطۀ وسط پاره خط میان نقطه های 

 ( , )−1 1  )4   ( , )−1 4  )3   ( , )−3 4  )2   ( , )−3 4  )1

B است. مقدار mn کدام است؟- 3 m n( , )+3 A و  m( , )+1 2 )M وسط پاره خط میان نقطه های  , )−4 3 نقطۀ 

 −52  )4   −4۸  )3   −3۶  )2   −32  )1
)C و D رأس های متوازی الاضلاع ABCD هستند. مختصات رأس D کدام است؟- 4 , )4 2 )B و  , )3 4  ،A( , )2 3 نقاط 

 ( , )− −3 1  )4   ( , )−2 3  )3   ( , )−1 2  )2   ( , )3 1  )1

a چقدر است؟- 5 b− ) رأس های یک متوازی الاضلاع هستند. مقدار  , )3 2 )b و  , )3  ،( , )1 4  ، a( , )2 نقطه های 

۴ )4  ۳ )3  ۲ )2  ۱ )1
)C رأس های مثلث ABC هستند. معادلۀ میانه ای که از رأس B می گذرد کدام است؟- 6 , )۰ 4 )B و  , )2 1  ،A  ( , )−1 2 نقطه های 

 y x− =−5 4 13  )4   y x+ =−5 4 13  )3   y x− =5 4 13  )2   y x+ =5 4 13  )1
) باشند، فاصلۀ وسط پاره خط AB از مبدأ مختصات کدام است؟- 7 , )−4 3 ) و  , )2 1 اگر A و B نقطه های 

 2۰  )4   15  )3   1۰  )2   5  )1
)C می گذرد چقدر است؟- 8 , )3 4 )B و  , )−1 2  ،A( , )4 7 طول میانه ای که از رأس A در مثلث ABC با رأس های 

۸ )4  7 )3  ۶ )2  ۵ )1
a از مبدأ مختصات برابر ۶ باشد، مقدار a کدام است؟- 9 a( , )3 اگر فاصلۀ نقطۀ 

 ±5  )4   ±1  )3   ±3  )2   ±2  )1
5۸ است. m کدام است؟- 10 B برابر  m m( , )−3 A و  m m( , )−2 فاصلۀ دو نقطۀ 

 ±4  )4   ± ۸  )3   ± 2  )2   ±2  )1

13 باشد، مجموع مقدارهای ممکن a چقدر است؟- 11
2

B مفروض اند. اگر طول پاره خط AB برابر با  a a( , )2 )A و  , )−1 3
2

نقطه های 

 − ۹
5

 )4   11
5

 )3   ۹
5

 )2   −11
5

 )1

AB، مقدار k کدام است؟- 12 BC= )C در صفحۀ مختصات مفروض هستند. اگر  , )4 1 B و  k( , )5  ،A  ( , )1 4 نقاط 
 −4  )4  ۴ )3   −5  )2  ۵ )1

)a باش��ند و فاصلۀ نقطۀ M ، وس��ط پاره خط AB، از مبدأ مختصات برابر ۲ باش��د، مجموع مقادیر - 13 , )1 )a و  , )2 اگر A و B نقطه های 

ممکن برای a کدام است؟
 ۴ )4   ۳ )3   −4  )2   −3  )1

)C سه رأس مثلث ABC هستند. نوع مثلث کدام است؟- 14 , )2 1 )B و  , )− −7 3  ،A( , )−3 ۶ نقاط 
2( متساوی الساقین 1( قائم الزاویه  

4( قائم الزاویۀ متساوی الساقین 3( متساوی الاضلاع  

فصل اول: هندسۀ تحلیلی و جبر
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) به یک فاصله است، چقدر است؟- 15 , )۹ 5 ) و  , )−4 ۰ عرض نقطه ای روی محور y که از نقطه های 

 −12  )4  9 )3   − 45
13

 )2   24
13

 )1

)B برابر است؟- 16 , )2 5 )A و  , )1 2 y از دو نقطۀ  x= فاصلۀ کدام نقطه روی خط 

 ( , )۹ ۹
2 2

 )4   ( , )4 4  )3   ( , )3 3  )2   ( , )7 7
2 2

 )1

) برابر است چقدر است؟- 17 , )1 4 ) و  , )−1 2 y است و فاصله اش تا نقطه های  x=− +2 5 طول نقطه ای که روی خط 

۲ )4   −2  )3   −1  )2  ۱ )1

a برهم عمودند. مقدار a کدام می تواند باشد؟- 18 x y− =2 4 3 x و  ay− =2 خطوط 1
 −2  )4   −1  )3  ۲ )2  ۱ )1

k بر هم عمود باشند، مقدار k چقدر است؟- 19 x y( )− + − =5 2 4 ۰ x و  ky− + =3 ۶ ۰ اگر خط های 
 15  )4   −15  )3   12  )2   −12  )1

C زاویۀ B قائمه باشد، مقدار m چقدر است؟- 20 m( , )2 )B و  , )2 1  ،A( , )−3 5 اگر در مثلث ABC با رأس های 
 −۸  )4  ۱0 )3  ۸ )2   −1۰  )1

x عمود است کدام است؟- 21 y+ =3 ۸ 12 ) می گذرد و بر خط  , )− −1 2 معادلۀ خط راستی که از نقطۀ 

 x y− − =3 ۸ 2 ۰  )4   x y− + =3 ۸ 2 ۰  )3   x y− − =۸ 3 2 ۰  )2   x y− + =۸ 3 2 ۰  )1
) می گذرد عمود است کدام است؟- 22 , )− −2 3 ) و  , )−1 ۶ ) می گذرد و بر خط راستی که از نقطه های  , )−۰ 5 معادلۀ خط راستی که از نقطۀ 

 x y− + =۹ 45 ۰  )4   x y− + + =۹ 45 ۰  )3   x y+ − =۹ 45 ۰  )2   x y+ + =۹ 45 ۰  )1
x بر هم عمودند و یکدیگر را روی محور y قطع می کنند. مقدار ab چقدر است؟- 23 by+ + =2 ۶ ۰ ax و  y+ − =2 4 ۰ خط های 

 −۸  )4   −۹  )3  ۸ )2  9 )1
a چقدر است؟- 24 b+ bx سه ضلع متوالی یک مستطیل باشند، مقدار  y+ =−2 5 x و  ay− =7  ، x y+ =3 4 اگر خط های 

7 )4  ۸ )3  9 )2  ۱0 )1
)C کدام است؟- 25 , )− −1 3 )B و  , )2 1  ،A( , )−2 4 معادلۀ ارتفاع وارد از رأس A در مثلث ABC با رأس های 

 x y+ + =4 3 1۰ ۰  )4   x y+ − =4 3 1۰ ۰  )3   x y+ + =3 4 1۰ ۰  )2   x y+ − =3 4 1۰ ۰  )1
) است. مقدار m چقدر است؟- 26 , )− −۹ 2 ) و  , )−3 1۰ m روی عمود منصف پاره خط میان نقطه های  m( , )−4 نقطۀ 

 ۲ )4   −1۰
3

 )3   −2  )2   1۰
3

 )1

) کدام است؟- 27 , )− −7 4 ) و  , )−5 2 معادلۀ عمود منصف پاره خط میان نقطه های 
 x y+ + =3 ۹ ۰  )4   x y+ + =3 ۹ ۰  )3   x y+ − =3 ۹ ۰  )2   x y+ − =3 ۹ ۰  )1

x قرینۀ یکدیگرند. مقدار k چقدر است؟- 28 ky+ − =۶ ۰ ) نسبت به خط  , )−2 2 ) و  , )4 4 نقطه های 
۴ )4  ۳ )3  ۲ )2  ۱ )1

yx چقدر است؟- 29 + =1
۹ 12

فاصلۀ مبدأ مختصات از خط 

 4۸
5

 )4   12
5

 )3   3۶
5

 )2   24
5

 )1

)C رأس های مثلث ABC باشند، اندازۀ ارتفاع AH کدام است؟- 30 , )۰ 2 )B و  , )−2 1  ،A  ( , )1 2 اگر 

 1۰
1۰

 )4   5
5

 )3   1
2

 )2   3
3

 )1

2 است. مقدارهای k کدام هستند؟- 31 5 x برابر  y+ − =2 1 ۰ A از خط  k( , )2 فاصلۀ نقطۀ 
 −14 ۶ یا   )4   −13 7 یا   )3   −14 4 یا   )2   −7 13 یا   )1
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x برابر ۲ است. مجموع مقدارهای مختلف k چقدر است؟- 32 y+ =12 ۹ )k از خط 1 , )1
2

فاصلۀ نقطۀ 

 −1۰
۹

 )4   − 5
۹

 )3   5
۹

 )2   1۰
۹

 )1

)  می گذرد، چقدر است؟- 33 , )−1 2 y عمود است و از نقطۀ  x+ =2 1 فاصلۀ مبدأ مختصات از خط راستی که بر خط به معادلۀ 

 4
17

 )4   2
17

 )3   4
5

 )2   2
5

 )1

)B برابر ۴ است کدام است؟- 34 , )3 1 )A می گذرد و فاصله اش از نقطۀ  , )−2 1 شیب خط راستی که از نقطۀ 

 ± 3
5

 )4   ± 4
5

 )3   ± 2
3

 )2   ± 4
3

 )1

y است. مقدار k کدام است؟- 35 x= −2 1 y دو برابر فاصلۀ A از خط  x k= +2 A، از خط  k( , )−1 فاصلۀ نقطۀ 

 3
5

1− یا   )4   − 3
5

3( 1 یا    − 3
5

1− یا   )2   3
5

1( 1 یا 

)O مماس است. مساحت دایره کدام است؟- 36 , )−1 1 x بر دایره ای به مرکز  y+ + =۶ ۸ 1 خط ۰

 π
1۰۰

 )4   π
5۰

 )3   π
4۰

 )2   π
2۰

 )1

) است. مساحت این مربع چقدر است؟- 37 , )−2 3 x است و A نقطۀ  y− + =3 4 2 ۰ ضلع BC از مربع ABCD روی خط 
۴9 )4  ۳۲ )3  ۲۴ )2  ۱۶ )1

) است. محیط مربع کدام است؟- 38 , )3 2 x و مختصات یک رأس آن  y+ − =4 ۰ معادلۀ یک قطر مربعی 
 4 2  )4  ۴ )3   2 2  )2  ۲ )1

x چقدر است؟- 39 y− + =3 ۶ ۹ ۰ x و  y− + =2 5 ۰ فاصلۀ خط های 

 2 5  )4   5  )3   5
5

 )2   2 5
5

 )1

x قرار دارند، کدام است؟- 40 y− + =2 4 ۰ y و  x= +1 1
2

مساحت مربعی که دو ضلع آن روی خطوط 

۵ )4   4
5

 )3   ۹
5

 )2   1۶
5

 )1

17 است. کوچک ترین مقدار c کدام است؟- 41 x برابر  y− + =3 12 ۹ ۰ x و  y c− + =4 ۰ فاصلۀ دو خط موازی 
 −2۰  )4   −14  )3   −4  )2  ۶ )1

k چقدر است؟- 42 m+ x برابر m است. مقدار  ky− + =4 4 ۰ x و  y+ =3 4 ۶ فاصلۀ خط های موازی 

 44
15

 )4   − 53
15

 )3   − 27
5

 )2   ۹
15

 )1

x برابر ۴ است؟- 43 y+ + =3 4 1۰ ۰ فاصلۀ کدام خط از خط 
  x y+ =3 4 15  )4   x y+ =3 4 2۰  )3   x y+ =3 4 3۰  )2   x y+ =3 4 1۰  )1



راه حل تمرین ها

فصل هشتم

)a فرض کنیم، آن گاه11 , )۰ اگر این نقطه را 

 

a a

a a

a a a a a a

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− + − = + + −

− + = + +

− + + = + + + ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2

2 2

7 ۰ ۶ 3 ۰ 4

7 3۶ 3 1۶

14 4۹ 3۶ ۶ ۹ 1۶ 2۰ ۶۰ 3
) است. , )3 ۰ پس نقطۀ مورد نظر 

)a فرض کنیم، آن گاه21 , )۰ اگر این نقطه را 

 a a

a a a a a a

( ) ( ) ( ) ( )+ + + = − + −

+ + + = + − + ⇒ =− ⇒ =−

2 2 2 2

2 2

۰ 5 2 ۰ 3 2

25 4 4 ۹ 4 4 ۸ 1۶ 2
) نقطۀ مورد نظر است. , )−۰ 2 بنابراین 

و 31  B( , )−3 5 نقطه ه�ای  از   A( , )−1 3
2 2

نقط�ۀ  فاصل�ۀ  ابت�دا 
)C را حساب می کنیم. , )−7 ۹

AB

AC

( ) ( )

( ) ( )

= − + − + = + =

= − − + + = + =

2 2

2 2

1 3 25 4۹ 743 5
2 2 4 4 2
1 3 225 441 ۶۶۶7 ۹
2 2 4 4 2

. AC
AB

= = =۶۶۶ ۹ 3
74

بنابراین 

پس پاره خط BC توسط نقطۀ A به نسبت 1 به 3 تقسیم شده است.
)B را حساب می کنیم.41 , )۰ 3 )A و  , )4 3  ،O( , )۰ ۰ فاصلۀ نقطه های 

 OA OB AB            , ,= + = = + = = + =2 2 2 2 24 3 5 ۰ 3 3 4 ۰ 4
 . + + =5 3 4 12 بنابراین محیط مثلث برابر است با 

)C را 51 , )1 3 )B و  , )2 2  ،A( , )3 1 فاصل�ۀ نقطه ه�ای 
حساب می کنیم.

 

AB

AC

BC

= − + −

= − + −

= − + −

2 2

2 2

2 2

3 2 1 2

3 1 1 3

3 2 1 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

AB و مثلث ABC متساوی الساقین است. BC= بنابراین 
61 ABC رأس های مثلث C( , )1۰ 15 )B و  , )5 5  ،A( , )15 5 اگ�ر 

باشند، اندازۀ ضلع های مثلث را حساب می کنیم

 

AB

AC

BC

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

= − + − =

= − + − =

= − + − =

2 2

2 2

2 2

15 5 5 5 1۰

15 1۰ 5 15 125

5 1۰ 5 15 125

BC و مثلث ABC متساو ی الساقین است. AC= بنابراین 

. بنابراین71 a( ) ( )− + −2 23 2 ۸ فاصلۀ دو نقطه برابر است با 

 
a a

a a a

( ) ( ) ( )

( )

− + − = ⇒ − + =

− = ⇒ − =± ⇒ = ±

2 2 2

2

3 ۶ ۸ 3 3۶ ۶4

3 2۸ 3 2۸ 3 2۸
ابتدا طول پاره خط های AB و BC را حساب می کنیم81

 
AB

BC a a

( ) ( )

( ) ( ) ( )

= − + + =

= − + − = − +

2 2

2 2 2

1 ۶ 3 1 41

1 ۸ 3 1 25
بنابراین

 
AB BC a a

a a

a a

( ) ( )= ⇒ − + = ⇒ − =

− = =  ⇒ 
− =− =−  

2 21 25 41 1 1۶

1 4 5

1 4 3

91 B( , )−5 1 A باشد، فاصله اش را از نقطه های  a b( , ) اگر این نقطه 

)C حساب می کنیم. , )−2 4 و 

 AB a b AC a b     ( ) ( ) , ( ) ( )= − + + = − + +2 2 2 25 1 2 4
بنابراین

 

AB AC a b a b

a a b b a a b b

a b a b

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ − + + = − + +

− + + + + = − + + + +

+ = ⇒ = −

2 2 2 2

2 2 2 2

5 1 2 4

1۰ 25 2 1 4 4 ۸ 1۶

۶ ۶ ۶ 1
x است، پس  y− − =2 4 ۰ A روی خط  a b( , ) اکنون توجه کنید که 

 a b b b b a− − = ⇒ − − − = ⇒ =− ⇒ =2 4 ۰ 1 2 4 ۰ 1 2
)A نقطۀ مورد نظر است. , )−2 1 بنابراین 

طول ضلع های مثلث ABC را حساب می کنیم.101

 

AB a a a a a

AC a a a a a

BC a a a a a

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

= − − + − − =

= − − + − =

= − + + + =

2 2 2

2 2 2

2 2 2

۸

3 3 ۸

3 3 ۸
AB و مثلث ABC متساوی الاضلاع است. AC BC= = بنابراین 

C رأس س�وم مثل�ث باش�د، در این صورت 111 a b( , ) ف�رض می کنیم 
می توان نوشت

 
AB AC a b

BC a b

      , ( ) ( )

( ) ( )

= + = = − + −

= + + −

2 2 2 2

2 2

4 2 2۰ 3 3

1 1
پس

 

AC BC a b a b

a a b b a a b b

a b b a

( ) ( ) ( ) ( )= ⇒ − + − = + + −

− + + − + = + + + − +

+ = ⇒ = −

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 1 1

۶ ۹ ۶ ۹ 2 1 2 1

2 4 4 2
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از طرف دیگر،

 

AC AB a b

a a

a a a a a a

a b
a a

a b

( ) ( )

( ) ( )

= ⇒ − + − =

− + − − =

− + + − + = ⇒ − − =

 = + ⇒ = −− − = ⇒
= − ⇒ = +

2 2

2 2

2 2 2

2

3 3 2۰

3 4 2 3 2۰

۶ ۹ 4 4 1 2۰ 5 1۰ 1۰ ۰

1 3 2 2 3
2 2 ۰

1 3 2 2 3

چون O وسط AB است، پس121

 a ba b      ,+ +− = ⇒ =− = ⇒ =2 32 ۶ 5 7
2 2

 

)B سر دیگر قطر است. , )−۶ 7 پس 

A 2 3( , )

O 2 5( , )�

B a b( , )

با توجه به شکل زیر131

 

C C
C C

A B
C

A B
C

x y
x y

x x ax a

y y by b

     ,
+ +

= ⇒ =− = ⇒ =−

+ += ⇒− = ⇒ =−

+ − += ⇒− = ⇒ =−

4 3
1 2 1 1

2 2
32 7

2 2
11 1

2 2
)B نقطۀ مطلوب است. , )− −7 1 پس 

ابتدا نقطۀ M وسط ضلع BC را معین می کنیم.141

 B C B C
M M

x x y y
x y    ,

+ ++ − += = = = = =1 5 1 13 ۰
2 2 2 2

اکنون طول میانۀ AM را حساب می کنیم.

 AM ( ) ( )= + + − =2 23 1 ۰ 3 5

ابتدا مختصات س�ه رأس مثلث را حس�اب می کنیم. کافی است توجه 151
کنیم که خط های داده شده در چه نقطه هایی یکدیگر را قطع می کنند.

 
AB y x

x x x y
AC y x

:

:

 = +
⇒ + =− + ⇒ = ⇒ =

− + =


1
1 1 ۰ 1

1

) است. به همین ترتیب , )۰ 1 یعنی مختصات رأس A به صورت 

 
AB y x

x x x y B
BC y x

:
( , )

:

= + ⇒ + = − ⇒ = ⇒ = ⇒
= −

1
1 2 3 4 5 4 5

2 3

AC y x
x x x

BC y x

y C

:

:

( , )

=− + ⇒− + = − ⇒ =
= −

=− ⇒ −

1 41 2 3
32 3

1 4 1
3 3 3

اکنون مختصات M  وسط AB را حساب می کنیم:

 A B A B
M M

x x y y
x y    ,

+ ++ += = = = = =۰ 4 1 52 3
2 2 2 2

فاصلۀ نقطه های C و M برابر طول میانۀ CM است.

 
CM= − + +

= =

2 24 12 3
3 3

1۰4 2 2۶
۹ 3

( ) ( )

طول ضلع BC دو برابر طول پاره خط MN است. پس161

 

BC MN=

= + + +

=

2 2

2

2 3 3 5 3

2۰

( ) ( )

چون M وسط قطرهای AC و BD است، پس171

 
A C B D

M D D

A C B D
M D D

x x x x
x x x

y y y y
y y y

+ +
= = ⇒ + = + ⇒ =

+ +
= = ⇒ + = + ⇒ =

1 5 2 4
2 2

3 1 ۰ 4
2 2

)D رأس دیگر متوازی الاضلاع است. , )4 4 پس 

1 3A( , )

B 2 0( , )

C 5 1( , )

D a b( , )

M

) وس�ط پاره خطی ک�ه نقطه های 181 , )−2 5 ابت�دا توج�ه کنید ک�ه چون 
) را ب�ه ه�م وصل می کند، نیس�ت پس ای�ن نقطه ها دو رأس  , )−1 ۰ ) و  , )3 2

مقابل متوازی الاضلاع نیستند و دو رأس مجاور هستند. مطابق شکل،

 
A C C

M C

A C C
M C

x x x
x x

y y y
y y

+ − +
= ⇒ = ⇒ =

+ +
= ⇒− = ⇒ =−

1
2 5

2 2
۰

5 1۰
2 2

 

 
B D D

M D

B D D
M D

x x x
x x

y y y
y y

+ +
= ⇒ = ⇒ =

+ +
= ⇒− = ⇒ =−

3
2 1

2 2
2

5 12
2 2

)C و  , )−5 1۰ پس نقطه های 

)D رأس ه�ای دیگر  , )−1 12

متوازی الاضلاع هستند.

A

B

C

M

1 0A( , )�

B 3 2( , )

M 2 5( , )�

D

C
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نقط�ۀ 191  ( , )۸ ۰ و   ( , )−۰ 4 نقطه ه�ای  می�ان  پاره خ�ط  وس�ط 

) اس�ت. ش�یب خطی که از مب�دأ، یعنی نقطۀ  , )−4 2 ) یعنی  , )+ − +۰ ۸ 4 ۰
2 2

. − − =−
−
2 ۰ 1
4 ۰ 2

) می گذرد برابر است با  , )−4 2 ) و نقطۀ  , )۰ ۰

اگر نقطه های B ، A و C روی یک خط راست باشند، شیب خطی که از A و 201
B می گ�ذرد، با ش�یب خط�ی که از B و C می گذرد برابر اس�ت. ش�یب خط�ی که از 

 . a a
a a( )
+ − = =−
− + −
2 2 1

1 1
)a می گذرد برابر است با  , )+1 2 )a و  , )+1 2 نقطه های 

، آن وقت  a=۰ ، زی�را اگر  a≠۰ )توج�ه کنید که چون نقطه ه�ا متمایزند، پس 
)a یکس�ان می ش�وند.( ش�یب خط�ی ک�ه از  , )+1 2 )a و  , )+1 2 نقطه ه�ای 

 می گذرد برابر است با
a a

( , )
+ +
1 2
1 1

)a و  , )+1 2 نقطه های 

 
a a a a aa a

a a
a

( ) ( )( ) ( )

( )

− + − + + − + ++ = = = +
− + −−

+

2
2 2 2 1 2 2 3 21 3
1 1 11
1

. a=−4 +a ، بنابراین  =−3 1 در نتیجه باید 

فرض کنی�د نقطه های برخورد خط l با محورهای مختصات نقطه های 211
)b باش�ند. در این صورت وسط پاره خط میان این نقطه ها، نقطۀ  , )۰ )a و  , )۰

a است. به این ترتیب b( , )
2 2

 a b a b( , ) ( , ) ,= ⇒ = =3 2 ۶ 4
2 2

) می گذرد به صورت زیر است: , )۰ 4 ) و  , )۶ ۰ معادلۀ خطی که از نقطه های 

 y x y x x y( ) ( )−− = − ⇒ =− − ⇒ + − =
−

۰ 4 2۰ ۶ ۶ 2 3 12 ۰
۶ ۰ 3

) و 221 , )−7 ۰ ) و  , )5 4 خط مورد نظر از وس�ط پاره خط میان نقطه های 

) می گذرد. وسط پاره خط  , )−۰ 3 ) و  , )−۶ 5 نیز وسط پاره خط میان نقطه های 

) اس�ت. وسط پاره خط میان  , )−1 2 ) نقطۀ  , )−7 ۰ ) و  , )5 4 میان نقطه های 

) اس�ت. معادل�ۀ خطی که از  , )−3 4 ) نقطۀ  , )−۰ 3 ) و  , )−۶ 5 نقطه ه�ای 

) می گذرد به صورت زیر است: , )−3 4 ) و  , )−1 2 نقطه های 

 y x y x x y( )
( ) ( )( )− −

− = − − ⇒ − =− + ⇒ + − =
− −
2 4 32 1 2 1 3 2 1 ۰
1 3 2

)  می گذرد به 231 , )−1 2 ) و  , )− −3 4 معادل�ۀ خط�ی ک�ه از نقطه ه�ای 
صورت زیر است:

 y x x y( )
( ) ( ( ))

− − −
− − = − − ⇒ − − =

− −
4 24 3 2 5 ۰
3 1

 

) اس�ت. فاصلۀ این نقطه را تا دو  , )5 ۰ مح�ل برخ�ورد این خط با محور x نقطۀ 

سر پاره خط حساب می کنیم:

 
IU#¾±‚IÎ

IU# ‚

 

¾± IÎ

− − = + + + =

− = − + + =

2 2

2 2

3 4 5 3 ۰ 4 ۸۰

1 2 5 1 ۰ 2 2۰

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

. =۸۰ 2
2۰

نسبت این فاصله ها برابر است با 

یعنی محور x پاره خط مدنظر را به نسبت 1 به 2 تقسیم می کند.
241 ، AB می گذرد. وس�ط ضلع AB از وس�ط ضلع C میان�ۀ نظیر رأس

) اس�ت که می ش�ود نقطۀ  , )−2 3 ) و  , )2 1 وس�ط پاره خ�ط می�ان نقطه ه�ای 

) و  , )۰ 2 ). معادل�ۀ خطی ک�ه از نقطه های  , )۰ 2 )، یعن�ی نقط�ۀ  , )− +2 2 1 3
2 2

)C می گذرد به صورت زیر است: , )4 5

 y x x y( )−− = − ⇒ − + =
−
2 52 ۰ 3 4 ۸ ۰
۰ 4

) اس�ت،  , )۰ 2 )C از نقطۀ  , )4 5 طول میانۀ نظیر رأس C برابر با فاصلۀ نقطۀ 

. ( ) ( )− + − =2 24 ۰ 5 2 5 که برابر است با 

− است. در نتیجه، اگر شیب 251 3
4

x برابر با  y+ + =3 4 5 ۰ شیب خط 

m=4. معادلۀ 
3

، در نتیجه  m− × =−3 1
4

خط مورد نظر برابر m باش�د، باید 

) می گذرد به صورت زیر است: , )1 2 4 است و از نقطۀ 
3

خطی که شیب آن 

 y x x y( )− = − ⇒ − + =42 1 4 3 2 ۰
3

 

نقط�ۀ 261  ( , )3 11 و   ( , )1 5 نقطه ه�ای  می�ان  پاره خ�ط  وس�ط 

x برابر با 4  y− + =4 ۸ ۰ ) اس�ت. ش�یب خ�ط  , )2 ۸ ) یعنی  , )+ +3 1 11 5
2 2

، در نتیجه  m=−4 اس�ت. اگر ش�یب خ�ط مورد نظ�ر برابر m باش�د، بای�د 1

) می گذرد  , )2 ۸ − است و از نقطۀ  1
4

−=m. معادلۀ خطی که ش�یب آن  1
4

به صورت زیر است:

 y x x y( )− =− − ⇒ + − =1۸ 2 4 34 ۰
4

نقط�ۀ 271  ( , )۶ 1 و   ( , )−2 1۹ نقطه ه�ای  می�ان  پاره خ�ط  وس�ط 

) اس�ت. ش�یب خط�ی ک�ه از نقطه ه�ای  , )−4 ۹ ) ، یعن�ی  , )+ − +2 ۶ 1۹ 1
2 2

. اگر شیب خط  ( )− −
=−

− −
3 1 2
1 5 3

) می گذرد برابر است با  , )−5 1 ) و  , )−1 3

m=3. معادلۀ 
2

، در نتیج�ه  m( )− =−2 1
3

م�ورد نظر برابر m باش�د، بای�د 

) می گذرد به صورت زیر است: , )−4 ۹ 3 است و از نقطۀ 
2

خطی که شیب آن 

y x x y( ) ( )− − = − ⇒ − − =3۹ 4 3 2 3۰ ۰
2

1 است. اگر شیب خط مورد نظر 281
7

x برابر با  y− + =7 5 ۰ شیب خط 

m=−7. چون طول از مبدأ خط  ، در نتیجه  m× =−1 1
7

برابر m باش�د، باید 

) می گذرد.  , )3 ۰ مورد نظر 3 است، پس این خط از نقطۀ 

) می گذرد به صورت  , )3 ۰ 7− است و از نقطۀ  معادلۀ خطی که شیب آن برابر 

زیر است:
 y x x y( )− =− − ⇒ + − =۰ 7 3 7 21 ۰



پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل نهم

11 ابتدا توجه کنید که  1نیزگ 1  1

 B A

C B

AB x x m m m

BC x x m m m

| | | ( )| | |

| | | | | |

= − = − − = +

= − = + − = +

2 1 1

3 1 2 1
 

بنابراین

 
m m

m m m
m m

| | | | | |
+ = ⇒ =+ − + = ⇒ + = ⇒
+ =− ⇒ =−

1 3 2
2 1 1 3 1 3

1 3 4
 

. −2 پس مجموع مقادیر ممکن برای m برابر است با 

21 و  1نیزگ 1  x y( , )1 1 نقطه ه�ای می�ان  پاره خ�ط  وس�ط  نقط�ۀ   2

 اس�ت. بنابراین، نقطۀ وسط پاره خط 
x x y y

( , )
+ +1 2 1 2
2 2

x نقطۀ  y( , )2 2

) یعن�ی نقط�ۀ  , )− − +2 4 3 5
2 2

) نقط�ۀ  , )−4 5 ) و   , )−2 3 می�ان نقطه ه�ای 
) است. , )−3 4

31 ابتدا مختصات وسط AB را پیدا می کنیم 1نیزگ 1  3

 A B A B
M M

x x y ym m m nx y     ,
+ ++ + + + += = = = =1 3 4 2
2 2 2 2 2

بنابراین

 
m m m

m n n n

+ = ⇒ + = ⇒ =

+ + =− ⇒ + + =− ⇒ =−

4 4 4 8 4
2

2 3 2 4 6 12
2

 

. mn=−48 در نتیجه 
41 چون قطرهای متوازی الاضلاع یکدیگر را نصف می کنند،  1نیزگ 1  1

مطابق شکل، M وسط AC و BD است. یعنی 
A C B D

M

D
D

A C B D
M

D
D

x x x x
x

x
x

y y y y
y

y
y

+ +
= =

++ = ⇒ =

+ +
= =

++ = ⇒ =

2 2
32 4 3

2 2

2 2
43 2 1

2 2
) است. , )3 1 پس مختصات D به صورت 

51 ی�ا  1نیزگ 1 متوازی الاض�لاع  در   ( , )3 2 و    ( , )1 4 رأس ه�ای   1
مجاورند یا رأس های مقابل هس�تند بنابراین بای�د مقدار a و b را از دو رابطۀ زیر 

به دست آوریم:

 

b b
a b a b

a a

b b
b a a b

a a

( , ) ( , )

( , ) ( , )

+ = ⇒ =+ + + += ⇒ ⇒ − =
+ = ⇒ =
+ = ⇒ =+ + + += ⇒ ⇒ − =
+ = ⇒ =

1 5 4
2 3 2 1 3 4 2 2 1
2 2 2 2 2 7 5

2 2
2 2 2

2 3 3 1 2 4 2 1
2 2 2 2 3 3 3

2

 

تش�کیل  ک�ه   a b( , ) ( , ) ( , )= =2 3 2 3 اخی�ر  حال�ت  در  ک�ه  ش�ود  توج�ه 
متوازی الاضلاع نمی دهد.

61 )  1نیزگ 1 , )− 1 3
2

) یعنی  , )− + +1 0 2 4
2 2

وسط ضلع AC نقطۀ   1

) می گذرد به صورت زیر  , )− 1 3
2

) و  , )2 1 است. معادلۀ خطی که از نقطه های 

y است: x y x−− = − ⇒ + =
+

1 31 2 5 4 13
12
2

( )  

71 ابتدا مختصات وسط AB را حساب می کنیم 1نیزگ 1  2

 A B A B
M M

x x y y
x y      ,

+ ++ −= = = = = =−2 4 1 33 1
2 2 2 2

 

)O را باید حساب کنیم , )0 0 )M از  , )−3 1 بنابراین فاصلۀ نقطۀ 

 OM ( ) ( )= − + − − =2 23 0 1 0 10  

81 )  1نیزگ 1 , )1 3 ) یعنی  , )− + +1 3 2 4
2 2

وس�ط ضلع BC نقط�ۀ   1

اس�ت. ط�ول میان�ۀ وارد از رأس A براب�ر فاصلۀ نقطۀ A و این نقطه اس�ت که 

. ( ) ( )− + − = + =2 2 2 24 1 7 3 3 4 5 می شود 

91 a از مبدأ مختصات برابر اس�ت با  1نیزگ 1 a( , )3 فاصلۀ نقطۀ   2

. a=±3 . بنابراین  a a a a a a( ) | |+ = + = = =2 2 2 2 23 3 4 2 6

101 فاصلۀ A تا B برابر است با 1نیزگ 1  2
AB m m m m m m( ) ( ) | |= + + − − = =2 2 23 2 29 29

بنابراین
 m m m| | | |= ⇒ = ⇒ =±29 58 2 2  

111 توجه کنید که 1نیزگ 1  1

 
AB a a a a

a a a a a a

( ) ( ) ( ) ( )= − + + = ⇒ − + + =

− + + + + = ⇒ + + =

2 2 2 2

2 2 2

1 13 1 132 3 2 3
2 2 2 4

1 134 12 9 5 11 6 0
4 4

 

بنابراین مجموع مقدارهای ممکن a برابر است با مجموع جواب های این معادله، 

. −11
5

یعنی 

121 توجه کنید که  1نیزگ 1  1

 
AB k k

BC k k

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= − + − = + −

= − + − = + −

2 2 2

2 2 2

1 5 4 1 1

4 5 1 16 4
 

. در نتیجه k k( ) ( )+ − = + −2 21 1 16 4 طبق فرض مسئله، باید 

 k k k k k k

k k

− + = − + ⇒− + =− +

− =− ⇒ =

2 28 32 2 2 8 32 2 2

6 30 5
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B

C

D

M
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131 ابتدا مختصات M را حساب می کنیم 1نیزگ 1  1

 A B A B
M M

x x y ya ax y      ,
+ ++ += = = =1 2
2 2 2 2

 

بنابراین

 
a a a a a aOM

a a a a

( ) ( )+ + + + + + += − + − = ⇒ =

+ + = ⇒ + − =

2 22 2

2 2

1 2 2 1 4 40 0 2 2
2 2 4

2 6 5 4 2 6 11 0
4

 

پس مجموع مقادیر ممکن برای a برابر است با مجموع جواب های معادلۀ اخیر 

. − =−6 3
2

یعنی 

141 طول اضلاع را حساب می کنیم 1نیزگ 1  2

 

AB

AC

BC

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

= − + + − − = + =

= + + − = + =

= + + + = + =

2 2

2 2

2 2

7 3 3 6 16 81 97

2 3 1 6 25 25 50

2 7 1 3 81 16 97

 

بنابراین مثلث متساوی الس�اقین اس�ت. توج�ه کنید که طول اض�لاع در رابطۀ 
فیثاغورس صدق نمی کنند و مثلث قائم الزاویه نیست.

151 )a بگیرید. در این صورت 1نیزگ 1 , )0 نقطۀ مورد نظر را   3

 

a a

a a a a

a a a a a

( ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− − + − = − + −

+ = + − ⇒ + = + −

+ = + − + ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

0 4 0 0 9 5

16 81 5 16 81 5

16 81 10 25 10 90 9

 

161 y اس�ت، پس  1نیزگ 1 x= چ�ون نقط�ۀ م�ورد نظ�ر روی خ�ط  2
 ( , )2 5 ) و  , )1 2 a اس�ت. چون فاصلۀ این نقط�ه از نقطه های  a( , ) به صورت 

برابر است، پس

 

a a a a

a a a a

a a a a a a

a a

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

− + − = − + −

− + − = − + −

− = − ⇒ − + = − +

= ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 2 5

1 2 2 5

1 5 2 1 10 25

8 24 3
) است. , )3 3 پس نقطۀ مورد نظر 

171 a باش�د. چون  1نیزگ 1 b( , ) ف�رض کنی�د نقطۀ مورد نظر نقطۀ   4
. چون فاصلۀ نقطۀ  b a=− +2 5 y است، پس  x=− +2 5 این نقطه روی خط 

) برابر است، پس , )1 4 ) و  , )−1 2 a تا نقطه های  b( , )

 

a b a b

a b a b

a a a a

a a a a

a a a a a a a a a a

+ + − = − + −

+ + − = − + −

+ + − + − = − + − + −

+ + − + = − + − +

+ + + − + = − + + − + ⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 4
1 2 1 4
1 2 5 2 1 2 5 4
1 2 3 1 2 1
2 1 4 12 9 2 1 4 4 1 4 8 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

181  اس�ت و ش�یب خط  1نیزگ 1
a
2 x برابر  ay− =2 ش�یب خ�ط 1  4

a2 اس�ت. پس برای اینکه دو خط بر هم عمود باش�ند، 

4
a برابر  x y− =2 4 3

. در نتیجه a a− =
2

2 4
باید 

 a a a a a a      ( ) ,+ = ⇒ + = ⇒ =− =2 2 0 2 0 2 0  

191 1−  1نیزگ 1 حاصل ضرب ش�یب های دو خط عم�ود بر هم برابر   4
است. در نتیجه

 k k k k
k

( )
( )

− −
× =− ⇒ − = ⇒ =

53 1 3 5 2 15
2

 

201 1−  1نیزگ 1 حاصل ض�رب ش�یب خط ه�ای AB و BC براب�ر   2
است. در نتیجه

 m m
m m

− − − −× =− ⇒− × =−
− − −
− =− ⇒ =

5 1 1 2 11 6 1
3 2 2 2
2 6 8

 

211 x عمود اس�ت،  1نیزگ 1 y+ =3 8 12 ش�یب خط�ی که بر خ�ط   1

8 اس�ت. خطی ک�ه از نقطۀ 
3

قرین�ۀ عکس ش�یب این خط اس�ت، یعن�ی برابر 

8 می گذرد به صورت زیر است:
3

)  با شیب  , )− −1 2

 y x x y( )+ = + ⇒ − + =82 1 8 3 2 0
3

 

221 )  1نیزگ 1 , )− −2 3 )  و  , )−1 6 ش�یب خطی ک�ه از نقطه ه�ای   1

. بنابراین ش�یب خطی که بر این خط عمود  + =
− +
6 3 9
1 2

می گذرد برابر اس�ت با 

− اس�ت و از نقطۀ  1
9

. معادلۀ خطی که ش�یب آن  − 1
9

اس�ت برابر اس�ت ب�ا 

) می گذرد به صورت زیر است: , )−0 5

 y x x y− − =− − ⇒ + + =15 0 9 45 0
9

( ) ( )  

231 ) قطع  1نیزگ 1 , )0 2 ax مح�ور y را در نقطۀ  y+ − =2 4 0 خ�ط   3
x نیز هست، بنابراین by+ + =2 6 0 می کند. این نقطه روی خط 

 b b× + × + = ⇒ =−2 0 2 6 0 3  
1− است: چون دو خط برهم عمودند، حاصل ضرب شیب های آن ها 

 a a b
b

( ) ( )− × − =− ⇒ =− =2 1 3
2

 

. ab=−9 بنابراین 

241 x عمود است، پس  1نیزگ 1 ay− =7 x بر خط  y+ =3 4 خط   2
1− است: حاصل ضرب شیب این خط ها 

 a
a

− × =− ⇒ =13 1 3  

bx عمود اس�ت، پ�س حاصل ضرب  y+ =−2 5 x بر خ�ط  y− =3 7 خ�ط 
1− است: شیب این خط ها 

 b b( )× − =− ⇒ =1 1 6
3 2

 

. a b+ =9 بنابراین 

251 . حاصل ضرب  1نیزگ 1 + =
+

1 3 4
2 1 3

BC برابر است با  شیب خط   1

ش�یب های دو خط عمود برهم برابر 1− اس�ت، پس ش�یب ارتفاع وارد از رأس 

− است. معادلۀ ارتفاع مورد نظر، معادلۀ خطی است که از نقطۀ  3
4

A برابر با 

− می گذرد: 3
4

)A با شیب  , )−2 4

 y x x y( )− =− + ⇒ + − =34 2 3 4 10 0
4
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261 )   1نیزگ 1 , )− −9 2 ) و  , )−3 10 وس�ط پاره خط میان نقطه های   1

m روی  m( , )−4 ) اس�ت. چون نقطۀ  , )−6 4 ) یعنی  , )− − −3 9 10 2
2 2

نقطۀ 

عمودمنصف مورد نظر اس�ت، پس حاصل ضرب ش�یب خطی ک�ه از نقطه های 

) و  , )−3 10 ) می گ�ذرد و خط�ی ک�ه از نقطه ه�ای  , )−6 4 m و  m( , )−4

1− است: ) می گذرد برابر  , )− −9 2

 m m m
m m
− − + −× =− ⇒ × =− ⇒ =
+ − + +
4 4 10 2 8 101 2 1
6 3 9 6 3

 

271 )  1نیزگ 1 , )− −7 4 ) و  , )−5 2 وس�ط پاره خ�ط میان نقطه ه�ای   3

) اس�ت و ش�یب خط می�ان آن ها برابر  , )− −6 1 ) یعنی  , )− − −5 7 2 4
2 2

نقطۀ 

 −1 . حاصل ضرب ش�یب های دو خط عمود برهم برابر  + =
− +
2 4 3
5 7

اس�ت با 

− اس�ت و چ�ون از نقطۀ  1
3

اس�ت. بنابرای�ن ش�یب عمودمنص�ف م�ورد نظر 

) می گذرد معادلۀ آن چنین است: , )− −6 1

 y x x y( )+ =− + ⇒ + + =11 6 3 9 0
3

 

281 ) و  1نیزگ 1 , )4 4 راه ح��ل اول وس�ط پاره خط�ی ک�ه نقطه ه�ای   3

) است. چون  , )3 1 ) یعنی  , )+ −4 2 4 2
2 2

) را به هم وصل می کند نقطۀ  , )−2 2

x است، پس مختصات آن در معادلۀ این خط  ky+ − =6 0 این نقطه روی خط 

صدق می کنند:
 k k+ × − = ⇒ =3 1 6 0 3  

) می گذرد برابر است  , )−2 2 ) و  , )4 4 راه حل دوم شیب خطی که از نقطه های 

x عم�ود اس�ت، پس  yk+ − =6 0 + و چ�ون ای�ن خ�ط بر خ�ط  =
−

4 2 3
4 2

ب�ا 

1− است: حاصل ضرب شیب های آن ها برابر 

 k
k

( )− × =− ⇒ =1 3 1 3  

291 معادلۀ خط را به صورت زیر در می آوریم: 1نیزگ 1  2
 x y+ − =4 3 36 0  

 . | |+ −
=

+2 2

0 0 36 36
54 3

فاصلۀ مبدأ مختصات از این خط برابر است با 

301 ابت�دا معادل�ۀ خط�ی را ک�ه از نق�اط B و C می گ�ذرد،  1نیزگ 1  3
می نویسیم:

 
B C

BC
B C

B BC B

y y
m

x x

y y m x x y x( ) ( )

− −= = =
− − −

− = − ⇒ − = +

1 2 1
2 0 2

11 2
2

 

x است. y− + =2 4 0 پس معادلۀ BC به صورت 
AH است: حالا فاصلۀ نقطۀ A از BC را حساب می کنیم که همان طول 

 AH | |

( )

− +
= = =

+ −2 2

1 4 4 1 5
551 2

 

A

B C
H

311 x برابر است با 1نیزگ 1 y+ − =2 1 0 )k از خط  , )2 فاصلۀ نقطۀ   3

 k k k k k 

+ − +
= = ⇒ + = ⇒ = =−

4 1 3 2 5 3 10 7 13
5 5

| | | |
| | ,  

321 x بنویس�یم، فاصلۀ  1نیزگ 1 y+ − =12 9 1 0 اگر خط را به صورت   4

)k از آن برابر است با , )1
2

نقطۀ 

 
k

k k

k k k 

× + × −
= ⇒ + = + = ⇒ =± −

+
= ± − ⇒ = =−

2 2
2 2

112 9 1
2 2 9 5 2 12 9 30 9 30 5
12 9 1 25 3530 5

9 9 9

| |
| |

( ) ,

 

10− است.
9

بنابراین مجموع مقدارهای مورد نظر k برابر با 

331 − اس�ت. ش�یب خط  1نیزگ 1 1
2

y برابر  x+ =2 ش�یب خ�ط 1  2

عمود بر این خط 2 اس�ت. پس معادلۀ خطی را که ش�یب آن 2 باش�د و از نقطۀ 

)  بگذرد می نویسیم: , )−1 2
 y x y x x y( )− = + ⇒ = + ⇒ − + =2 2 1 2 4 2 4 0  

فاصلۀ مبدأ مختصات از این خط مطلوب مسئله است که برابر است با

 OH | |− +
= =

+

0 0 4 4
4 1 5

 

341 )A ب�ا ش�یب m  1نیزگ 1 , )−2 1 معادل�ۀ خط�ی را ک�ه از نقط�ۀ   1
می گذرد می نویسیم:

 y m x mx y m( )− = + ⇒ − + + =1 2 2 1 0  
)B از خط بالا برابر است با , )3 1 فاصلۀ 

 m m m

m m

| | | |− + +
=

+ +2 2

3 1 2 1 5

1 1
 

بنابراین

 

m m m m m
m

m m m

| |
| |= ⇒ = + ⇒ = +

+

= ⇒ = ⇒ =±

2 2 2
2

2 2

5 4 5 4 1 25 16 16
1

16 49 16
9 3

 

351 و  1نیزگ 1  x y k− + =2 0 به ص�ورت  را  خط ه�ا  ابت�دا   3
 AH′ A از دو خط برابر AH و  x می نویس�یم. حالا اگر فاصلۀ  y− − =2 1 0

 . kAH | |+ −′=
+

2 1
1 4

k و  kAH | |+ +
=

+

2 1
4 1

باشد، آن گاه 

 
k k k

AH AH k k
k k k

| | | |
+ = + ⇒ =

′= ⇒ + = + ⇒
+ =− − ⇒ =−

3 1 2 2 1
2 3 1 2 1 33 1 2 2

5

 

361 x  1نیزگ 1 y+ + =6 8 1 0 شعاع دایره برابر فاصلۀ نقطۀ O از خط   4
است.

 R | |− +
= =

+

6 8 1 1
1036 64

 

 . S R π=π =2
100

بنابراین مساحت دایره برابر است با 

H

O
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