
سلام
اولين باری كه اسم «رياضيات گسسته» را شنيديد به چه فكری افتاديد؟! آدم اولش فكر می كند كه با رياضياتی سروكار دارد كه از 
همه چيز، از دنيا و از عقبا، گسسته است،  رفته كناری نشسته و با قضيه ها و مسئله هايش خوش است. اما خب، اصلاً اين طور نيست. 
بحث های رياضيات گسسته نه تنها از دنيا نگسسته، بلكه خيلی هم كاربرد دارد. گراف، تركيبيات، نظريۀ اعداد، احتمال و... همه از 
ابزارهايی هستند كه در خيلی رشته های ديگر كاربرد دارند. فكر می كنم باور نمی كنيد، می گوييد معلم ها كم بودند! اين نويسنده ها و 

ناشران هم شروع كرده اند به نصيحت كه رياضی خيلی كاربرد دارد و به دردتان می خورد و ... !
اما بگذاريد يک كم توضيح بدهم، شايد علاقه مند شديد:

فكر می كنم همۀ شماهايی كه اين كتاب را می خوانيد در يكی از شبكه های اجتماعی، حالا از نوع وطنی اش يا خارجی، عضو هستيد. از 
اپَ، اينترنت و... هم خيلی استفاده می كنيد. همين موضوع هايی كه امسال در درس رياضيات گسسته تان می خوانيد، مثلاً نظريۀ گراف 
و تركيبيات، در طراحی نرم افزار ها و برنامه ريزی اين چيزهايی كه گفتم خيلی كاربرد دارند. اصلاً اگر اين نظريه ها نبود، اين چيزها 
اين قدر كه می بينيد پيشرفت نمی كرد. همۀ موضوع اين است كه وقتی می گوييم كاربرد منظورمان اين نيست كه بلافاصله بعد از اين 
كه درس را خوانديد می توانيد در زندگی به كارش ببريد. برای استفاده از هر كدام از اين ها كلی سعی ديگر هم لازم است. كار خدا 
را چه ديده ايد، شايد هر كدوم از شما در آينده ای نزديک بشويد طراح، سازنده يا برنامه ريز يكی از همين ها. شايد مستقل از هر رشتۀ 
دانشگاهی كه می خوانيد آخرِ سر، كارتان بيفتد به دنيای ديجيتال و اينترنت و... تازه اگر حتی زمينۀ كارتان اين ها نباشد احتمالاً برای 
بازاريابی، تبليغات و فروش و... باز هم درگير همين  چيزها می شويد؛ پس نتيجه می گيريم اتفاقاً اين رياضيات گسسته نه تنها گسسته 

نيست بلكه خيلی هم به ما و زندگی مان پيوسته است.
مؤلف خوبمان،  آقای ديداری،  با دانش ، تجربه و دقتی بی نظير اين كتاب را نوشته تا خيالتان از بابت يادگيری اين درس راحت باشد. 
الان كه دارم اين مقدمه را می نويسم از بابت خوب بودن كتاب خيالم راحت است اما باز هم، چون نظر شما كه از اين كتاب استفاده 
برايمان بنويسيد كه چه طور بود؟ چه  می كنيد، برايمان بسيار مهم است و اول و آخر كيفيت كتاب به نظر شما برمی گردد، لطفاً 

چيزهايی كم دارد؟ چه چيزهايی زياد دارد و چگونه می تواند بهتر شود؟ منتظريم.
خوش باشيد  



چون حسابی درگير كار بودم وقت نمی كردم برم دانشگاه! هر از گاهی سری می زدم تا ببينم چه خبر است. درس نظريۀ اعداد داشتم. 
آخرهای ترم بود. رفتم دانشگاه و آن ته كلاس نشستم. استاد وسط درس دادن يک دفعه گفت: «اون ته کلاس، سينما نيستش ها». راستش 
را بخواهيد خيلی بهم برخورد. بيست دقيقه گذشت. استاد گفت كی فلان قضيه را خوانده است كه بيايد سمينار بدهد؟ (سيستمش 
بيشتر سميناری بود و خيلی درس نمی داد) كسی دست بالا نبرد. از شانس، من اين قضيه را حدود شش ماه پيش به دليلی (يه سری کلاس 
آمادگی برای المپياد داشتم تو يه دبيرستانی) خوانده بودم، ولی خب اثباتش را زياد يادم نبود! آن حرف استاد هم هنوز توی گوشم بود.گفتم: 
«خدايا برم، نرم؟» از يک طرف اثباتش بود و از يک طرف قصۀ حال گيری! خلاصه دل را به دريا زدم و دست بالا كردم. كمی تعجب 
كرد. بالأخره اولين جلسۀ حضور من بود. رفتم آن جلو. نفس عميقی كشيدم، ولی هر كاری كردم ديدم نه خير! چيزی يادم نمی آيد! 
(حالا استرس و اينا و ...) پيش خودم گفتم از اين ستون به آن ستون فرج است، فعلاً صورت قضيه را پای تخته بنويسم شايد چيزی يادم 
آمد! نوشتم و ديدم نه مثل اين كه قضيه جدی است، چيزی يادم نمی آيد. يک دفعه چيزی به ذهنم رسيد. كتاب را بستم و گفتم: «خب 
ايده بدهيد، اثبات که در کتاب هست. من برای شما رونويسی کنم فايده ای ندارد». دانشجو ها شروع به اعتراض كردند ولی استاد از 
اين حرف من خوشش آمد و گفت: «خب راست می گويد. اگر پای تخته تندتند بنويسد كه فايده ای ندارد!» خلاصه اين ها يک چيزی 
می گفتند و من هم كمی بحث می كردم و زير زيركی هم كتاب را نگاه می كردم! بالأخره هر جوری بود اثبات را تمام كردم. (البته به 
دلم نچسبيد. جلسۀ بعد يه موضوع ديگه رو خيلی معلمی و به همون صورت بحث دوطرفه با دانشجوها سمينار دادم. استاد هم خيلی حال کرد و وسطش شروع 
کرد تعريف و تمجيد! پايان ترم هم بدون اين که ورقه ام رو تصحيح کنه تنها ۲۰ ليسانسمو داد. بگذريم ...) غرضم از نقل اين خاطره، آن جملۀ قصاری 
بود كه گفتم! اكثراً می پرسيد: آقا چه جوری بايد سؤال ها يا تست های رياضی را حل كنيم؟ ببينيد اگر توانستيد حل كنيد كه كارتان 
درست است ولی اگر نشد تكليف چيست؟ اين جا نبايد سريع جواب را از روی پاسخ نامه ببينيد. خودتان را دست كم نگيريد. به ذهنتان 
مهلت بدهيد. سعی كنيد ارتباطی بين چيزهايی كه می دانيد و چيزهايی كه بايد به  دست آوريد برقرار كنيد. مثال های حل شدۀ جزوۀ 
معلم يا درس نامۀ كتاب ها را ببينيد و راه حل را تا جايی كه می توانيد جلو برويد. اگر هنوز به جواب نرسيديد اشكالی ندارد، می توانيد 
پاسخ را ببينيد. اگر همۀ اين مراحل را طی كرده باشيد يک «آهان اشکالم اين جا بود» به خود خواهيد گفت. به شما تبريک می گويم 
چون اين جا يادگيری شما كامل شده است. بچه ها با اين كارها آن مطلب، وارد حافظۀ بلندمدت می شود و ديگر به اين راحتی يادتان 
نمی رود. اين است كه من هميشه به بچه ها می گويم: هزار تمرينی كه من برای شما حل كنم (البته که برای يادگيری اوليۀ لازمه!) مثل آن 
يكی كه خودتان حل می كنيد نمی شود. آن را خودتان كشف كرده ايد، جزئی از وجود شما شده است، لذتش هم مال خودتان است. 

حق نداريد خودتان را از چشيدن اين لذت محروم كنيد. تمام!
خب چند كلمه هم در مورد اين كتاب بگويم. اول از همه اين كه درس نامه ها را حتماً بخوانيد. سعی كرده ام با توضيحات كافی (نه 
به حل تمرين ها می رسد كه الان گفتم چه كنيد. مشابه همۀ تمرين ها و  نوبت  بعد  را تنظيم كنم.  اضافه) و تيپ بندی شده آن ها 
امتحان  نهايی نداريد! در آخر هر فصل يک  امتحان نهايی ها را هم قرار داده ام، پس چاره ای جز نمرۀ  ۲۰ در  مثال های درسی و 
آزمون جمع بندی از مهم ترين مباحث اون فصل داريم كه خودتون رو محک بزنيد. حل ويدئويی اين آزمون ها رو می تونيد با اسكن 
QRcode موجود در شناسنامۀ كتاب ببينيد. دو امتحان ترم اول و چهار امتحان نهايی هم در انتهای كتاب گذاشته ام. برای نهايی 
حتماً حتماً(دارم می گم ها) آن ها را حل كنيد چون سعی كرده ام دوباره تمام تمرين های مهم كتاب درسی پوشش داده بشود. خلاصه 

اين كه بخوانيد و حالش را ببريد.
در پايان تشكر می كنم از همۀ خيلی سبزی ها؛ از دكتر نصری و دكتر اسلامی به خاطر اعتماد دوباره. از ويراستاران محترم سركار خانم 
نظری (انصافاً دقتشون از من بيشتر بود) خانم بهزادی و آقايان ابراهيم نژاد، رحيمی و صارمی و گروه لاپلاس برای ويرايش اين كتاب. از 
همسر خوبم به خاطر همراهی صدباره، از محمدمهدی و تسنيم و حسنا به خاطر شلوغ كاری! از خودم به خاطر نوشتن اين كتاب، 
از شما برای خواندن كتاب، از پرديس به خاطر آب و هوای خوب (می خوام يه صفحه پر شه چه کنم!) و از مسئولين محترم كه با تلاش های 

شبانه روزی نگذاشتند قيمت دلار و سكه و ... افزايش پيدا كند تا من با آرامش خيال برای شما كتاب بنويسم.  
دوست دار شما، ديداری  

۱۴۰۱/۶/۱۵  



شمارۀ صفحۀ پاسخ شمارۀ صفحۀ سؤال   
۱۲۷  ۱۲۶ امتحان شمارۀ (۱): نمونه امتحان نیم سال اول 
۱۳۰  ۱۲۹ امتحان شمارۀ (۲): نمونه امتحان نیم سال اول 
۱۳۴  ۱۳۲ امتحان شمارۀ (۳): نمونه امتحان نیم سال دوم ـ نهایی خردادماه ۱۴۰۱ 
۱۳۶  ۱۳۵ امتحان شمارۀ (۴): نمونه امتحان  نیم سال دوم ـ نهایی خردادماه ۱۴۰۰ 
۱۳۸  ۱۳۷ امتحان شمارۀ (۵): نمونه امتحان  نیم سال دوم ـ نهایی شهریورماه ۱۴۰۰ 
۱۴۰  ۱۳۹ امتحان شمارۀ (۶): نمونه امتحان  نیم سال دوم ـ نهایی دی ماه ۱۴۰۰ 

۷ فصل اول: آشنایی با نظریۀ اعداد 
۷ درس ۱: استدلال ریاضی 
۱۵ درس ۲: بخش پذیری در اعداد صحیح ـ بخش اول (عاد کردن) 
۲۱ درس ۲: بخش پذیری در اعداد صحیح ـ بخش دوم (قضیۀ تقسیم) 
۲۳ درس ۲: بخش پذیری در اعداد صحیح ـ بخش سوم (افراز اعداد صحیح) 
۲۴ درس ۲: بخش پذیری در اعداد صحیح ـ بخش چهارم (ب.م.م و ک.م.م) 
۲۷ درس ۳: هم نهشتی در اعداد صحیح و کاربردها ـ بخش اول (هم نهشتی) 
۳۳ درس ۳: هم نهشتی در اعداد صحیح و کاربردها ـ بخش دوم (باقی ماندۀ تقسیم بر اعداد خاص) 
۳۷ آزمون جمع بندی 
۳۸ پاسخ سؤال های امتحانی 

۵۸ فصل دوم: گراف و مدل سازی 
۵۸ درس ۱: معرفی گراف، تعاریف و برخی خواص ـ بخش اول (آشنایی با گراف) 
۶۴ درس ۱: معرفی گراف، تعاریف و برخی خواص ـ بخش دوم (انواع گراف) 
۶۹ درس ۱: معرفی گراف، تعاریف و برخی خواص ـ بخش سوم (تعاریف) 
۷۱ درس ۲: مدل سازی با گراف 
۷۷ آزمون جمع بندی 
۷۸ پاسخ سؤال های امتحانی 

۹۰ فصل سوم: ترکیبیات (شمارش) 
۹۰ درس ۱: مباحثی در ترکیبیات ـ بخش اول (مروری بر روش های مقدماتی شمارش) 
۹۵ درس ۱: مباحثی در ترکیبیات ـ بخش دوم (حل معادلۀ سیاله) 
۹۷ درس ۱: مباحثی در ترکیبیات ـ بخش سوم (مربع لاتین) 
۱۰۲ درس ۲: روش هایی برای شمارش ـ بخش اول (اصل شمول و عدم شمول) 
۱۰۸ درس ۲: روش هایی برای شمارش ـ بخش دوم (اصل لانه کبوتری) 
۱۱۲ آزمون جمع بندی 
۱۱۳ پاسخ سؤال های امتحانی 



حتماً از سال گذشته يادتان هست كه «به هر جملۀ خبری كه درست يا نادرست باشد، گزاره می گوييم.» خب ما از كجا بفهميم كه درست است يا 
نادرست؟ در اين درس قرار است به اين موضوع بپردازيم. درستی گزاره های نادرست را با مثال نقض رد می كنيم و گزاره های درست را هم با چهار 

روش كه در ادامه خواهيد ديد اثبات می كنيم.

گزاره
نادرست  مثال نقض

درست

اثبات مستقيم
اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها

اثبات غيرمستقيم
اثبات بازگشتی

مثال نقض: مثالی كه نشان می دهد نتيجه گيری يا حدس كلی نادرست است.

2 به ازای هر عدد طبيعی n ، اول است.» 3
n + مثلاً يكی از دوستان! در كشفيات اخير خودش به اين نتيجه رسيده كه «عدد

2 می شود كه اول نيست. با اين كار، كليت حرف  3 35
5 + = n قرار دهيم، چون = 5 ما می خواهيم بگوييم نه آقا داری اشتباه می كنی! كافی است

2 اول است ما می گوييم نه خير! برای هر عدد طبيعی، اول نيست اين هم مثال نقضش!  3
n ++ ، n او رد می شود، يعنی او گفته بود برای هر عدد طبيعی

) اول است و بعضی جاها اول نيست. برای اين كه چيزی را در رياضی رد كنيد  n =1 2 3 4, , , نه اين كه هيچ  وقت اول نباشد، مثلاً بعضی جاها (مثل
بايد يک مثال نقض بياوريد. (يه دونه كافيه!) 

(نهايی خرداد ۹۹)  ارزش گزارۀ «جمع هر دو عدد گنگ، گنگ است» را تعيين كنيد. 
و 2  اگر بخواهيم نشان دهيم كه گزاره نادرست است بايد دو عدد گنگ پيدا كنيم كه جمع آن ها گنگ نباشد؛ خب مثلاً

2 می شود كه گويا است. حواستان باشد برای اين كه برای گزاره های شرطی مثال  2 0+ - =( ) - هر دو گنگ هستند، ولی 2
نقض ارائه كنيد، بايد مثالی بياوريد كه در فرضيات مسئله، درست دربيايد ولی حکم را نقض کند.



۸

سته
س
ت گ

ضيا
ريا
م -

سا
و در

من 
اى 
راه

اج
م

2 اول است» نادرست است. 1
2
n
++  نشان دهيد گزارۀ «برای هر عدد طبيعی n ، عدد

2 به  ترتيب  1
2

n
+ n حاصل =1 2 3 4, , , 2 اول نباشد. به  ازای 1

2
n
+  بايد يک عدد n پيدا كنيم به  طوری كه به  ازای آن

2 بنويسيد! نه خير وقتی پرانتز نداريم بايد از  4
2

n n= برابر ۵، ۱۷، ۲۵۷ و ۶۵۵۳۷ می شود كه همگی اول هستند، صبر كنيد نكند
2 می شود. گفتم پيداكردن مثال نقض هميشه كار آسانی نيست!  1 2 1 257

2 8
3

+ = + = n باشد = 3 توان بالا شروع كنيم مثلاً اگر
اين مسئله يک مسئلۀ تاريخی است. اصلاً تا مدت ها فكر می كرده اند كه اين دنباله، هميشه اعداد اول توليد می كند. بعد اويلر نشان 

n است. = 5 2 بر ۶۴۱ بخش پذير است، يعنی اول نيست. يادتان باشد، مثال نقض اين گزاره 1
2
5

+ n حاصل = 5 داد كه به  ازای

12 می شود. به نظر می رسد كه  15 27+ = 3 يا 8 11+ = 1 يا 2 3+ = آيا جمع دو عدد فرد و زوج، هميشه فرد می شود؟ خب اجازه بدهيد مثلاً
بله اين اتفاق می افتد! ولی چه جوری می توانيم مطمئن بشويم؟ آيا با مثال آوردن می توانيم درستی گزاره ای را ثابت كنيم؟ مسلماً نه! چون از كجا 
معلوم، شايد آن گزاره در آن مثال هايی كه ما زده ايم درست درآمده، ولی به  ازای برخی از مثال های ديگر كه به ذهن ما نرسيده غلط باشد! پس بايد 
درستی آن گزاره را در حالت كلی ثابت كنيم تا مطمئن بشويم كه درست است نه اين كه عدد امتحان كنيم. خلاصه اين كه با مثال آوردن، چيزی 

ثابت نمی شود فقط اين حدس برای ما حاصل می شود كه گزاره احتمالاً درست است. 
2k می گيريم. عدد فرد هم در تقسيم بر ۲، باقی مانده ای برابر ۱ دارد،  اما اثبات! خب زوج چيست؟ عددی كه بر ۲ بخش پذير است، پس عدد زوج را
2 نگرفتم؟ چون خارج  قسمت دو عدد در حالت كلی فرق دارند، پس اگر يكی را k گرفتم ديگری را 1k + 2 می گيريم. چرا 1¢ +k پس عدد فرد را
2 2 1 2 1 2 1k k k k

q
+ ¢ + = + ¢ + = +( ) q



. حالا:  ¢k

2 درآمد، يعنی فرد است. حالا ديگر مطمئن هستيم كه جمع عدد فرد با عدد زوج، همواره فرد می شود.  1q + جمع دو عدد به  صورت

تعريف اثبات مستقيم: روش اثباتی است كه در آن به صورت مستقيم از درستی فرض به درستی حكم می رسيم.

 برای اين كه از اثبات مستقيم استفاده كنيم بايد شكل اعداد را به درستی در نظر بگيريم:

2k عدد زوج
2 عدد فرد 1k +

2k دو عدد زوج 2 و ′k
2 دو عدد فرد 1k + 2 و 1′ +k                                    

n و nدو عدد متوالی +1

2n دو عدد زوج متوالی 2 و 2n +

2 دو عدد فرد متوالی 1n + 2 و 3n +

 
a
b
a b b( , , )∈ ≠ 0 عدد گويا

 ثابت كنيد جمع پنج عدد طبيعی متوالی بر ۵ بخش پذير است.
n و... پس داريم: + . بعدی2 n  خب عدد طبيعی اول را n می گيريم. بعدی می شود1+

n n n n n n q
q

+ + + + + + + + = + = + =(n ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 10 5 2 5


 

5q درآمد (۵ ضرب در يه عدد صحيح) پس مضرب ۵ است. جمع اين ۵ تا عدد به  صورت

 نشان دهيد تفاضل مربعات دو عدد فرد متوالی، همواره بر ۸ بخش پذير است.
2 می گيريم. چون گفته فرد متوالی، عدد فرد بعدی (دو تا بيشتره) به  صورت 1k +  تفاضل مربعات يعنی تفاضل دو تا مربع! عدد فرد اول را
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 1 4 12 9 4 4 1 8 8 8 1 8

2 2 2 2k k k k k k k k q
q

+ - + = + + - + + = + = + =


2 می شود. حالا داريم:  3k +

 الف) ثابت كنيد اگر به ۴ برابر ضرب دو عدد طبيعی متوالی، يک واحد اضافه كنيم حاصل مربع كامل درمی آيد.

4 مربع كامل باشد، k حاصل ضرب دو عدد متوالی است. 1k + ب) ثابت كنيد اگر

4 به صورت توان دوم يک  1 1n n( )+ + n می شود. حالا بايد ثابت كنيم n( )+1   ضرب دو عدد طبيعی متوالی به  صورت
4 1 1 4 4 1 2 1

2 2n n n n n( ) ( )+ + = + + = + عدد طبيعی است: 
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 4 1k + بله واقعاً مربع كامل است! كتاب درسی همين حكم را اين  جوری گفته «اگر k، حاصل ضرب دو عدد طبيعی متوالی باشد، آن گاه
مربع كامل است»، فرقی نمی كند اثباتش دقيقاً به همين صورت است.

4 1
1

4

1

2

1

2

2
2

k a k a a a+ = ⇒ = − = − × +   

a زوج بوده است. كسرها عددی صحيح هستند، اما a و1+ a2 نيز عددی فرد و a هم فرد است پس1− 4 فرد است پس 1k +

a دو عدد متوالی هستند؛ چون اختلاف آن ها يک واحد است. −1
2

a و +1
2

n عددی فرد است». n2
3 7- + فرض كنيد می خواهيم ثابت كنيم «برای هر عدد طبيعی n ، حاصل

2 دربيايد. آيا همين جوری می توانيم با فاكتورگيری يا ... اين كار را انجام بدهيم؟  1q + n به  صورت n2
3 7- + خب بايد كاری كنيم كه

به نظر نمی آيد كه بتوانيم چنين كاری انجام بدهيم. من می گويم بالأخره اين n از دو حال، خارج نيست (به اسم روش دقت کن!) 
2 برسيم: 1q + يا فرد است يا زوج. اين دو حالت را جداگانه برويم جلو تا در هر كدام به 

 Z»p n n k n n k k k k k k
q

Þ = Þ - + = - + = - + + = - +2 3 7 2 3 2 7 4 6 6 1 2 2 3 3
2 2 2 2( ) ( ) ( )� ���� ��� + = +1 2 1q  

 joÎ n n k n n k k k k k k kÞ = + Þ - + = + - + + = + + - + = -2 1 3 7 2 1 3 2 1 7 4 4 1 6 4 4 2
2 2 2 2( ) ( ) ++ +4 1  

= - + + = +2 2 2 1 2 1
2( )k k q
q

� �� ��  

روش اشباع: مسئله را به چند حالت كه همۀ حالت ها را پوشش می دهد تقسيم می كنيم و در هر كدام، ثابت می كنيم كه حكم نتيجه می شود.

n را با r نمايش می دهيم.  n2
3 7- + هم ارزی روش اشباع: بچه ها بياييد كمی منطقی هم صحبت كنيم. زوج بودن n را با p و فردبودن را با q و فرد بودن

. به جای آن، ثابت كرديم هم از p به r می رسيم و هم از q به r؛ يعنی: p q rÚ Þ می خواهيم ثابت كنيم اگر p يا q برقرار باشد به r می رسيم يعنی:
p q rÚ Þ º Þ Ù Þ(p r) (q r) . تعجب نكنيد با استفاده از جدول ارزش يا جبر گزاره ها می توانيد ثابت كنيد:  ( ) ( )p r q rÞ Ù Þ

كنيد: ثابت  و  كرده  تقسيم   p p pn , , ,

2 1
گزارۀ  n به  را  فرض  می توانيد  كنيد،  ثابت  را   q حكم  اين كه  برای  كلی  حالت  در   

p p p qn1 2
Ú Ú Ú Þ  

 ( ) ( ) ( ) ( )p p p q p q p q p qn n1 2 1 2
Ú Ú Ú Þ º Þ Ù Þ Ù Ù Þ  از طرفی: 

pi  (در هر حالت) می توانيم حكم q را نتيجه بگيريم. يعنی به جای آن، ثابت كنيد از هر

 ثابت كنيد: الف) ضرب دو عدد طبيعی متوالی همواره زوج است. ب) نشان دهيد مربع هر عدد فرد در تقسيم بر ۸ باقی مانده ای 
(نهايی خرداد ۹۹ و دی ۱۴۰۰) برابر ۱ دارد.  

n هميشه زوج است. دو حالت می گيريم: n( )+1   بايد ثابت كنيم
 Z»p n n k n n k k q

q

Þ = Þ + = + =2 1 2 2 1 2( ) ( )��� ��   

 joÎ n n k n n k k k k
k

q

Þ = + Þ + = + + = + + =
+

2 1 1 2 1 2 2 2 2 1 1

2 1

( ) ( )( ) ( )( )
( )�

� �� �� 22q  

n زوج می شود.  n( )+1 2q، پس n چه زوج باشد چه فرد، در هر دو حالت شد
2 می گيريم:  1k +  عدد فرد را

8 درمی آيد: 1q + )گفته ثابت كنيد مربع اين عدد به  صورت ) ( ) ( q) q2 1 4 4 1 4 1 1 4 2 1 8 1
2 2k k k k k+ = + + = + + = + = +��� ��

 .SwH  Z»p Â²H¼TT¶ jkø »j  Joò  
بچه ها اين نتيجه را حفظ باشيد. بعداً خيلی به دردتان می خورد. البته در درس بعدی آن را يک جور ديگر هم ثابت می كنيم.
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.n A∈∈ n زوج باشد، آن گاه n2 2
1

4

( )++ nو عدد S∈∈ ،A == { , , }3 4 7 ،S == { , , , , , }2 3 4 5 6 7  نشان دهيد اگر

 n n2 2
1

4

( )+  خب بالأخره كل اعدادی كه n می تواند باشد از ۲ تا ۷ است؛ پس بيابيم اين ها را امتحان كنيم تا ببينيم چه موقع
زوج می شود:

 n = ⇒ × =5
25 36

4
225  n = ⇒ × =2

4 9

4
9 

 n = ⇒ × = ×6
36 49

4
9 49  n = ⇒ × =3

9 16

4
36 

 n = ⇒ × = ×7
49 64

4
16 49  n = ⇒ × =4

16 25

4
100 

. n A∈ n باشد، عبارت داده شده زوج می شود؛ يعنی = 3 4 7, , پس می بينيد اگر

4 و عدد ۴ به صورت 3k + . (دقت كنيد اعداد ۳ و ۷ به صورت n k= +4 3 n يا k= 4 n زوج باشد، n2 2
1

4

( )+  اگر عبارت
4k است.)

 ثابت كنيد حاصل ضرب ۳ عدد طبيعی متوالی همواره بر ۳ بخش پذير است.
. خب n چه حالت هايی  n n n q( )( )+ + =1 2 3 n بگيريم. بايد ثابت كنيم + 2 n و +1 ،n سه عدد طبيعی متوالی را می توانيم 
می تواند داشته باشد؟ اگر n را بر ۳ تقسيم كنيم، باقی مانده ای برابر ۰، ۱ يا ۲ می تواند داشته باشد، پس سه حالت در نظر می گيريم:
n n n k k k q

q

( )( ) ( )( )+ + = + + =1 2 3 3 1 3 2 3� ��� ��� n باشد. در اين حالت:  k= 3

n n k k k k k k
k q

( )(n ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )

+ + = + + + = + + +
+

1 2 3 1 3 2 3 3 3 3 1 3 2 1

3 1

� � ����� ���� = 3q n باشد. اين جا هم:  k= +3 1

n n n k k k k k k
k q

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )

+ + = + + + = + + +
+

1 2 3 2 3 3 3 4 3 3 2 1 3 4

3 1

� � ����� ���� = 3q n باشد. اين جا هم:  k= +3 2

پس ضرب سه عدد متوالی، هميشه مضرب ۳ است. در مثال قبلی ثابت كرديم مضرب ۲ هم است، پس ضرب ۳ عدد متوالی، همواره 
n نمايش می داديم، می شد: n n- +1 1, , بر ۶ بخش پذير است. اگر سه عدد طبيعی متوالی را به  صورت

) هميشه بر ۶ بخش پذير است. اين هم تو كتاب درسی است. اگر گفتند اين را اثبات كنيد دقيقاً مثل  )( )( )n n n n n- + = -1 1
3

!n بخش پذير است. (البته اثباتش  همين كارهايی است كه انجام داديم. بد نيست بدانيد حاصل ضرب n عدد طبيعی متوالی، هميشه بر
با اطلاعات فعلى شما دشواره!)

x عبارت y, a . سپس نتيجه بگيريد به  ازای هر دو عدد صحيح q2
3 1== ++  ثابت كنيد اگر a بر ۳ بخش پذير نباشد، آن گاه

همواره بر ۳ بخش پذير است. xy x y( )2 2--

 با روش اشباع برويم. در مثال قبلی گفتيم a سه حالت می تواند داشته باشد، ولی چون گفته a مضرب ۳ نيست، پس فقط دو حالت می ماند:
a k k k k k q

q

2 2 2 2
3 1 9 6 1 3 3 2 1 3 1= + = + + = + + = +( ) ( )� �� �� a باشد:  k= +3 1

a k k k k k q
q

2 2 2

3 1

2
3 2 9 12 4 3 3 4 1 1 3 1= + = + + = + + + = +

+

( ) ( )
�

� ��� ��� a باشد:  k= +3 2

xy بر  x y( )2 2- x حداقل يكی بر ۳، بخش پذير باشد كه y, 3 است. حالا اگر از 1q + a2 به  صورت پس اگر a مضرب ۳ نباشد،
هستند؛ پس: 3 1q + ۳ می خورد، اما اگر هيچ كدام بر ۳ بخش پذير نباشند، طبق چيزی كه الان ثابت كرديم مربع هر دو به  صورت

xy x y xy q q( ) ( ( )) xy( (q q )) t2 2
3 1 3 1 3 3- = + - ¢ + = - ¢ =  

گفتيم كه هر گزاره يا درست است يا نادرست. حالا اگر من به شما بگويم يک گزاره نمی تواند نادرست باشد، چه نتيجه ای می گيريد؟
خب نتيجه می گيريم درست است. اين اساس روش برهان خلف يا اثبات غيرمستقيم است. روش كار به اين صورت است كه:

 خلاف حكم (دقت کردی خلاف حکم) را در نظر می گيريم. يعنی فرض می کنيم حکم نادرست باشد. 
 با قوانين منطق گزاره ها و دنباله ای از استدلال های درست به يک نتيجۀ غيرممکن يا نتيجۀ متضاد با فرض می رسيم.
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 فرضِ نادرست بودن حكم باطل بوده و درستی خود حكم ثابت می شود.
 .SwH  ª¹¬   ½I¬ï·A

´§e

rx� ��� ���  ، k{IM  ª¹¬  Ájkø  »  oÿÅIº  ÁIÄ¼¬  jkø 
ÆoÎ

x r� ������ ������ مثلاً می خواهيم ثابت كنيم: اگر

rx كه a گويا است. a=  خلاف حكم را در نظر می گيريم يعنی فرض كنيم rx گويا باشد، پس

) كه مخرج هم صفر نيست گويا است، پس x گويا است. )a
r

x اما تقسيم دو عدد گويا a
r

=  

 به تناقض رسيديم (ثابت كرديم x گويا است در صورتی كه x گنگ بود)، پس خلاف حكم، باطل و خود حكم درست است.

 ثابت كنيد جمع عددی گويا با عددی گنگ، گنگ می شود.
a گنگ است (حكم). بايد خلاف حكم را در نظر  x+  فرض كنيد a عددی گويا و x عددی گنگ باشد. گفته ثابت كنيد

a گنگ نيست، يعنی گويا است» حالا بايد اين را به تناقض برسانيم. x+ بگيريم. يعنی«
a x b x b a+ = Þ = - a گويا است، پس برابر با عدد گويايی مثل b می شود. حالا:  x+

با اثبات مستقيم به  راحتی ثابت می شود جمع و تفريق و ضرب و تقسيم (مخرج صفر نباشه) دو عدد گويا، گويا است (جمع دو تا کسر گويا، 
b گويا است. از طرفی x گنگ بود. اين يعنی به تناقض رسيده ايم. پس خلاف حكم (فرض خلف)، باطل و در  a- کسر گويا ميشه) پس

نتيجه خود حكم درست است. معمولاً برای اثبات گنگ بودن اعداد از برهان خلف استفاده می کنيم.

 در مورد گويا يا گنگ بودن جمع، تفريق و ضرب اعداد داريم:
جمع و تفريق (نوع اثبات)ضرب

هر دو گوياگويا (اثبات مستقيم)گويا (اثبات مستقيم)
(اگر عدد گويا صفر باشد، صفر ولی ضرب گويای ناصفر در گنگ، 

گنگ است.) 
يکی گويا و يکی گنگگنگ (برهان خلف)

هر دو گنگممكن است گنگ يا گوياممكن است گنگ يا گويا

n2 فرد باشد، آن گاه n هم فرد است.  نشان دهيد اگر
n برسيم، ولی خب شما را نمی دانم ايده ای به  q= +2 1 n به  k2

2 1= +  اگر بخواهيم به  صورت مستقيم اثبات كنيم بايد از
ذهن من نمی رسد! به  صورت غيرمستقيم (با برهان خلف)  ثابت كنيم خيلی راحت می شود. خلاف حكم می شود «n فرد نيست»، يعنی 
n k n k k q

q

= Þ = = =2 4 2 2 2
2 2 2( )



n زوج است؛ پس:  

n2 فرد است، پس به تناقض رسيده ايم. پس خلاف حكم (فرض خلف)،  n2 زوج است در صورتی كه فرض می گويد اين آخری می گويد
باطل و خود حكم درست است.

1 جواب ندارد. 1 1 1 1a b c d++ ++ ++ == a چهار عدد طبيعی فرد هستند. نشان دهيد معادلۀ b c d, , ,

a وجود داشته باشند كه در معادله صدق كنند.  b, ,c,d  فرض كنيم معادله، دارای جواب باشد، يعنی اعداد فرد
bcd acd abd abc

abcd
bcd acd abd abc abcd+ + + = Þ + + + =1 با مخرج مشترک گيری داريم: 

abcd فرد می شود. از طرفی عبارت های سمت چپ نيز همگی فرد هستند، اما جمع چهار عدد فرد،  a فرد هستند b c d, , , چون
زوج می شود. اين يعنی به تناقض رسيده ايم چون سمت راست فرد ولی سمت چپ عددی زوج است، بنابراين فرض خلف باطل بوده 

و معادله در اعداد طبيعی فرد، جواب ندارد.

a فرد باشد آن گاه a فرد است يا b فرد است. b2 2+  نشان دهيد اگر
 b زوج و a» فرد». اگر بخواهيم با برهان خلف برويم خلاف حكم با استفاده از قانون دمورگان می شود b فرد يا a» حكم گفته 
a k b k a b k k k k q

q

= = ¢ Þ + = + ¢ = + ¢ =2 2 4 4 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2, ( )� �� ��

) حالا:    ( )p q p qÚ º Ù زوج»، (يادتونه ديگه

a زوج می شود در صورتی كه فرض می گويد فرد است. تناقض حاصل، می گويد فرض خلف باطل و خود حكم درست است. b2 2+ اين يعنی
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كنيد  ثابت  هستند.  ديگری  به  ترتيب  ولی  اعداد  همان  هم   b3 و  b2 ،b1 و هستند  صحيح  عددهای   a a a3 2 1» ,

) زوج است. ) ( ) ( )a b a b a b1 1 2 2 3 3++ ++ ++

) زوج نباشد، يعنی فرد باشد. خب ضرب ۳ عدد، فرد شده است، پس هر سه تا فرد بوده اند، يعنی ) ( ) (a )a b a b b
1 1 2 2 3 3
+ + +  فرض كنيم

A فرد است.  a b a b a b= + + + + +
1 1 2 2 3 3

a همگی فرد بوده اند. جمع سه عدد فرد، فرد می شود، يعنی  b3 3+ a و b2 2+ ، a b1 1+

b می شود، b b a a a
1 2 3 1 2 3

+ + = + + A و a b a b a b a a a b b b= + + + + + = + + + + +
1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( از طرفی(
 ( ) ( ) ( )a b a b a b

1 1 2 2 3 3
+ + + A شده، يعنی A زوج است. اين تناقض نشان می دهد فرض خلف باطل و a a= + +2

1 2 3
(a )  پس 

عددی زوج است.

تناقض ايجاد  برای  است.  زوج  نيز   ( ) ( ) ( )a b a b a b
1 1 2 2 3 3
− − − كنيم ثابت  می توانستيم  روش  همين  با  دقيقاً   

 A a a a b b b= + − − + + =( ) ( )
1 2 3 1 2 3

0 A عددی فرد است، اما :  a b a b a b= − + − + −( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3

دو گزارۀ هم ارز: دو گزارۀ P و Q را هم ارز گوييم هرگاه ارزش يكسانی (هر دو درست يا هر دو نادرست) داشته باشند.
p نمايش می دهيم. اين گزاره وقتی درست است كه p و q هر دو درست يا هر دو  q⇔ ترکيب دوشرطی: تركيب دوشرطی دو گزاره را به صورت

نادرست باشند. به عبارت ديگر ارزش های يكسانی داشته باشند.
 p q r s⇔ ⇔ ⇔ p درست و q هم درست باشد، چه نتيجه ای می گيريم؟ معلوم است كه p هم بايد درست باشد. اگر q⇔ خب حالا يک سؤال: اگر
درست و s هم درست باشد چه طور؟ نتيجه می گيريم q ،r و p هم ارزش و چون s درست است پس q ،r و p هم درست می شوند. اساس كار اثبات 

با گزاره های هم ارز (يا اثبات بازگشتی) همين است. مثلاً می خواهيم ثابت كنيم:

» (همين دو بار تا حالا تو نهايى اومده) a
b

b
a

+ ≥ 2 «برای هر دو عدد مثبت a و b داريم:

a درست است؛ چون هر طرف كه درست 
b

b
a

a b
ba

+ ≥ ⇔ + ≥2 2
2 2

. ببينيد الان تركيب دوشرطی a b
ab

2 2
2+ ≥ يک مخرج مشترک می گيريم:

a و با  b ab2 2 2+ ≥ ، با ضرب دو طرف در آن داريم ab باشد نتيجه می شود طرف ديگر هم درست است (و نادرست هم باشه اون طرف نادرسته!). چون0<
. پس تا اين جا شد: ( )a b− ≥2

a پس می شود0 b ab a b2 2 22+ − = −( ) . خب a b ab2 2
2 0+ − ≥ 2ab به طرف ديگر: بردن

 a
b

b
a

a b
ba

a b ab a

p q

ab

r

+ ≥ ⇔ + ≥ ← → + ≥ ⇔ +>
2 2 2

2 2
0 2 2 2

��� �� � �� �� � ��� ��� bb ab a b
s

2 2
2 0 0− ≥ ⇔ − ≥� ��� ��� ( )  

) همواره درست است. تمام تركيب های دوشرطی هم درست هستند پس تمام  )a b− ≥2
0 دوباره به سؤالی كه در بالا جواب داديد دقت كنيد.

گزاره های q ،r ،s و p هم درست هستند. حكم هم همان p بود كه درستی آن ثابت شد.

روش اثبات حکم p با گزاره های هم ارز (اثبات بازگشتی): سعی می كنيم با اعمال دو طرفۀ، ضرب، تقسيم، جمع و تفريق، تركيب های درست 
p بسازيم تا جايی كه به يک رابطۀ همواره درست برسيم. چون آخرين گزاره همواره درست و تركيب های دوشرطی  q r⇔ ⇔ دوشرطی

هم درست هستند. پس هم گزاره ها هم ارزش بوده و هم حكم p درست می شود (يعنى ثابت مى شه).

 درستی نامساوی ها معمولاً به روش گزاره های هم ارز (اثبات بازگشتی) ثابت می شود.

(نهايی دی ۹۷ و شهريور ۹۸)  . a b ab a b2 2
1++ ++ ³³ ++ ++ a ثابت كنيد b,  برای هر دو عدد حقيقی

 از گزاره های هم ارز كمک می گيريم و سعی می كنيم حكم را به يک عبارت همواره درست برسانيم. عبارت های همواره درستی 
2ab ظاهر می شود پس ضرب دو  كه در اين جا ظاهر می شوند معمولاً به  صورت جمع چند  عبارت درجه دوم است. در اتحاد مربع،

طرف در ۲، ايدۀ خوبی می تواند باشد:
a b ab a b a b ab a b a a b b ab2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2 2 2 1 1 2+ + ³ + + ¬ ®¾ + + ³ + + Û + + + + + -´ -- - ³2 2 0a b  

Û - + - + - ³( ) ( ) ( )a b a b1 1 0
2 2 2  

اين آخری همواره درست است، پس طبق روش اثبات بازگشتی حكم ثابت می شود.
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( )( )a b c a b c++ ++ ++ ++ ³³1 1 1
9

a سه عدد حقيقی مثبت باشند. ثابت كنيد:  b c, ,  فرض كنيد
 آن پرانتزهای سمت چپ را ضرب كرده و ساده می كنيم تا ببينيم چه درمی آيد:

( ) ( )a b c
a b c

a
b

a
c

b
a

b
c

c
a

c
b

+ + + + ³ Û + + + + + + + + ³1 1 1
9 1 1 1 9  

Û + - + + - + + - ³ Û -( ) ( ) ( ) ( )a
b

b
a

a
c

c
a

b
c

c
b

a
b

b
a

2 2 2 0

(¾zÃ¶ ·¼µÀ ̧ ÃLM ̧ ¨ppIM)
� �� ��

2 2 2
0+ - + - ³( ) ( )a

c
c
a

b
c

c
b  

آخرين رابطه همواره درست بوده و همۀ گزاره ها هم ارز هستند، پس حكم ثابت می شود.

. 1 1
a b

a b
ab

++ ³³ ++ a دو عدد حقيقی مثبت هستند. ثابت كنيد b,

a هر دو مثبت هستند، پسab تعريف شده و مثبت است. حالا: b,
1 1
a b

a b
ab

b a
a b

a b
ab

b a a b

ab

ab+ ³ + Û + ³ + ¬ ®¾¾ + ³ +´

���
 

a يادته؟) b a b a b, :> < Û <0
2 2 حالا چون هر دو طرف مثبت هستند، می توانيم دو طرف را به توان دو برسانيم (

Û + ³ + Û + + ³ + Û ³( )b a a b b a a b a b a b2 2

2 2 0 همواره برقرار  
اين آخری همواره درست است. همۀ گزاره ها هم ارز هستند پس حكم ثابت می شود.

(نهايی شهريور ۹۹ با تغيير) a چه شرطی داشته باشند تا اين تركيب دوشرطی درست باشد؟  b, a درست است؟ b a b<< ÛÛ <<2 2  آيا تركيب

.9 1< - است، ولی <3 ؟ خب نه! مثلا1ً a b2 2< a باشد می توانيم الزاماً بگوييم b<  اگر
a هيچ كدام منفی نباشند، اين تركيب  b, a نادرست است. برعكس هم در حالت كلی نادرست است. اما اگر b a b< Þ <2 2 پس

a درست است. b a b< Û <2 2 a باشند: b, دوشرطی درست است. خلاصه اين كه اگر³0

خوب است يک جمع بندی روی چهار روش اثبات داشته باشيم:

کاربردروش کارنوع اثبات

از زوج يا فرد بودن اعداد به درستی حكم می رسيم.از درستی فرض به درستی حكم می رسيم.مستقيم
در نظر گرفتن همۀ 

حالت ها
n را حالت بندی می كنيم (مثلاً زوج و فرد) و در هر كدام به 

درستی حكم می رسيم.
برای هر n می خواهيم حكمی را ثابت كنيم.

اثبات گنگ بودن اعداد ـ هرجا كه اثبات مستقيم دشوار باشد.خلاف حكم را به تناقض می رسانيم.برهان خلف
نامساوی هاحكم را با اعمال دوطرفه به يک رابطۀ همواره درست می رسانيم.بازگشتی

جای خالی را با عبارت های مناسب تكميل كنيد.- ۱
الف) برای اثبات نادرستی يک گزاره از ............... استفاده می كنيم.

(نهايی دی ۱۴۰۰) ب) حاصل ضرب هر عدد گويای ناصفر در يک عدد گنگ عددی ............... است. (�ويا/ گنگ) 
پ) ميانگين حسابی دو عدد y و x برابر ............... و ميانگين هندسی دو عدد y و x برابر ............... است.

a عددی ............... است. b2 2++ 7ab عددی فرد باشد، حاصل ت) اگر
ث) در روش برهان خلف از خلاف ............... به ............... می رسيم.

گزاره های زير را با ارائۀ مثال نقض مناسب رد كنيد.- ۲
(نهايی شهريور ۹۸) 2 اول است.  1

n -- الف) برای هر عدد طبيعی n بزرگ تر از ۱، عدد
ب) معكوس هر عدد مثبت، بزرگ تر يا مساوی خودش است. 

پ) ضرب دو عدد گنگِ غيرمساوی، عددی گنگ است.  
ت) ضرب هر عدد گويا در عددی گنگ، گنگ می شود.
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نادرستی گزاره های زير را ثابت كنيد.- ۳

aa گنگ است.  bb
bb
++

2 aa دو عدد گنگ غيرمساوی باشند، bb, ب) اگر aa هم گنگ است.   bb-- aa گنگ باشد، bb++ الف) اگر

.B C== A باشد، آن گاه B A C == ت) اگر   .b a== ÙÙ ==0 0 ، آن گاه ab == 0 a دو عدد حقيقی باشند كه b, پ) اگر

(نهايی شهريور ۹۹)  . x y x y x y++ == ++ : , ث) برای هر دو عدد حقيقی و مثبت
درست يا نادرست بودن گزاره های زير را تعيين كنيد.    - ۴

(نهايی شهريور ۹۹)     .b == 0 a يا == 0 ، آن گاه ab == 0 الف) اگر a و b دو عدد حقيقی باشد و
(نهايی خرداد ۱۴۰۰) x برقرار باشد.    y x y2 2 2++ == ++( ) ب) هيچ دو عدد صحيحی مانند y و x وجود ندارند كه رابطۀ
(نهايی دی ۹۷) 4 مربع كامل است.    1k ++ پ) اگر k حاصل ضرب دو عدد طبيعی متوالی باشد، آن گاه

درستی گزاره های زير را به  صورت مستقيم ثابت كنيد.- ۵
(مشابه تمرين کتاب) الف)  جمع دو عدد گويا، گويا است.  

ب) اگر n عددی فرد باشد، مجموع n عدد طبيعی متوالی بر n بخش پذير است. 
(مشابه تمرين کتاب) پ) ميانگين هفت عدد طبيعی متوالی، همان عدد وسطی می شود.  

a بر ۱۸ بخش پذير است.  a( )++ 3 ت) اگر a مضرب ۳ باشد، آن گاه
ث) اگر مربع عددی فرد را با ۳ برابر عددی زوج جمع كنيم، حاصل فرد می شود.

(نهايی خرداد ۱۴۰۱) n عددی فرد است.   n2
5 7-- ++ ،n ج) برای هر عدد طبيعی زوج

گزاره های زير را ثابت كرده يا با ارائۀ مثال نقض آن ها را رد كنيد. - ۶
a اول نمی شود. b++ ، عدد a b, الف) به  ازای هيچ دو عدد اول

ب) اگر از مكعب عددی فرد يک واحد كم كنيم، حاصل عددی زوج می شود. 
(مشابه تمرين کتاب) پ) مجموع سه عدد طبيعی فرد متوالی همواره بر ۳ بخش پذير است.  

a گنگ است.  bc a سه عدد طبيعی باشند، b c, , ت) اگر
ث) ضرب ۳ عدد زوج متوالی بر ۲۴ بخش پذير است. 

(مشابه تمرين کتاب) a عددی زوج است.  b2 2++ 3ab عددی فرد باشد، a دو عدد صحيح و b, ج) اگر
ثابت كنيد حاصل ضرب ۳ عدد صحيح متوالی كه عدد وسطی فرد است بر ۲۴ بخش پذير است.- ۷
گزاره های زير را ثابت كنيد. (به روش اشباع)- ۸

(مشابه تمرين کتاب) n عددی فرد است.  n2
5 7++ -- الف) برای هر عدد طبيعی n، عبارت

n2 بر ۴ بخش پذير نيست.  2++ ب) به  ازای هر عدد طبيعی n، عدد

. n q== ++4 3 n يا q== 4 n زوج باشد، n( )++ 1
2

پ) اگر n عددی طبيعی و
(مشابه تمرين کتاب)- ۹ b» را ثابت كنيد.  == 0 a يا == 1 ) باشد، آن گاه )a b-- ==1 0 گزارۀ «اگر

(مشابه تمرين کتاب)- ۱۰  . n AÎÎ n، ثابت كنيد SÎÎ n زوج باشد و n2 2 2
1

36

( )-- S، اگر == { , , , , }2 3 4 5 6 A و == { , , }3 4 5 فرض كنيم
(مشابه تمرين کتاب)- ۱۱ ثابت كنيد معكوس هر عدد گنگ، عددی گنگ است. 
2 نيز گنگ است. - ۱۲ 2

3 ++ 2 گنگ است. ثابت كنيد می دانيم
2 نيز عددی گنگ است. - ۱۳ 3++ 2 گنگ است. ثابت كنيد می دانيم
3 عددی فرد باشد. ثابت كنيد n نيز فرد است. - ۱۴ 2n -- فرض كنيد n عددی طبيعی و
(مشابه تمرين کتاب)- ۱۵ ثابت كنيد حاصل جمع يک عدد گويا و يک عدد گنگ، عددی گنگ است. 
aa گنگ اس ت.  - ۱۶ bb-- aa گويا باشد. با استفاده از برهان خلف ثابت كنيد bb++ aa دو عدد گنگ باشند به  طوری كه bb, الف) فرض كنيد

(نهايی دی ۹۹ و دی ۱۴۰۰)  
(نهايی دی ۹۷) αα گنگ است.  ββ++ 2 αα گويا باشد، ثابت كنيد ββ++ ββ دو عدد گنگ باشند ولی αα و ب) اگر

(مشابه تمرين کتاب)- ۱۷ ax گنگ است.   فرض كنيد a عدد گويای غيرصفر و x عددی گنگ باشد. ثابت كنيد
ab گنگ است. - ۱۸ ab عددی گويا است. ثابت كنيد b2 و a دو عدد گنگ هستند به  طوری كه

a زوج باشد، آن گاه a زوج يا b زوج بوده است. - ۱۹ b, نشان دهيد اگر ضرب دو عدد طبيعی
(مشابه تمرين کتاب)- ۲۰ ) را به  دست آوريد.   )a b a b++ == ++2 2 2 الف) همۀ جواب های معادلۀ

(مشابه تمرين کتاب) 1 را در صورت وجود به  دست آوريد.  1 1
a b a b++

== ++ ب) همه جواب های طبيعی معادلۀ
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b همان اعداد ولی با ترتيب ديگری هستند. - ۲۱ b b b b5 4 3 2 1» , , , a عددهای صحيح هستند. a a a a5 4 3 2 1» , , ,

(مشابه تمرين کتاب) a) عددی زوج است.  ) ( ) ( )1 1 2 2 5 5-- -- --b a b a b 3) ثابت كنيد 2 1 5 4 1 2 3 4 5, , , , , , , ,» (مثلاً

(مشابه تمرين کتاب)- ۲۲ كدام يک از تركيب های دوشرطی زير درست و كدام يک نادرست است؟ چرا؟ 

. a b a b<< ÛÛ <<3 3 ب) n2 زوج است اگر و فقط اگر n زوج باشد.   الف)

. x x x3 2
1££ ÛÛ ££ ت)   . x x== ÛÛ ==1 1

2 پ)

احكام زير را ثابت كنيد.- ۲۳

(نهايی خرداد ۹۸و شهريور ۹۹) الف) ثابت كنيد ميانگين حسابی دو عدد نامنفی از ميانگين هندسی آن ها كم تر نيست. 

xy ميانگين هندسی دو عدد می گوييم.) x ميانگين حسابی دو عدد و به y++
2 (به

(مشابه نهايی دی ۹۸)   . a
a

++ ££ --1
2 a باشد، آن گاه << 0 ب) اگر

(مشابه تمرين کتاب)  3 2
2 2 2++ ++ ++ ³³ ++ ++a b c (a b c) a سه عدد حقيقی هستند. ثابت كنيد: b c, , پ)

. 1 1 4

a b a b++ ³³
++

دو عدد حقيقی مثبت هستند. داريم: a b, ت)

. x y x y2 2
2 2

2
2££
++( ) x دو عدد حقيقی مثبت هستند. داريم: y, ث)

احكام زير را ثابت كنيد.- ۲۴

(مشابه تمرين کتاب)  . a b c ab ac bc2 2 2++ ++ ³³ ++ ++ a سه عدد حقيقی هستند. ثابت كنيد: b c, , الف)

. 5 3 4 5

2

a b
b

a b
a

-- ³³ -- -- a ثابت كنيد: b, ب) برای اعداد حقيقی ناصفر و هم علامت

(مشابه تمرين کتاب)  . a ab b2 2
0-- ++ ³³ a ثابت كنيد: b, پ) برای هر دو عدد حقيقی

(نهايی خرداد ۱۴۰۰)- ۲۵ به روش بازگشتی ثابت كنيد حاصل ضرب هر دو عدد حقيقی، كوچک تر يا مساوی نصف مجموع مربعات آن هاست.  

۲۶ -. ( ) ( )x y x y++ ++ ³³1 1
4 x داريم: y, برای هر دو عدد حقيقی و مثبت

۲۷ -. a

a

2

2

2

1

2
++

++
³³ برای هر عدد حقيقی a ثابت كنيد:

گزاره  های درست را ثابت كرده و برای گزاره های نادرست مثال نقض ارائه كنيد.- ۲۸

. x x x4 3
1++ ³³ ++ الف) برای هر عدد حقيقی x داريم:

3 نيز گنگ است.  18 4
2x x++ ++ ب) اگر x گنگ باشد،

پ) ضرب هر چهار عدد طبيعی متوالی از مربع كامل يک واحد كم تر است.

(مشابه تمرين کتاب)- ۲۹  .p q r p r q r∨∨ ⇒⇒ ≡≡ ⇒⇒ ∧∧ ⇒⇒( ) ( ) ثابت كنيد

y هر دو گويا هستند.- ۳۰ x و x گويا باشند، آن گاه y++ ثابت كنيد اگر y ،x و

2 می شود. اين را اين جوری می نويسيم 3 6´ = عدد ۶ را در نظر بگيريد. ۶ بر ۲ بخش پذير است. چرا؟ چون عددی صحيح، مثل ۳ وجود دارد كه
7 می شود، ولی 2 14´ - = -( ) 7 چون 14|- 2 و می خوانيم «عدد ۲, عدد ۶ را عاد می كند يا می شمرد يا ۶ بر ۲ بخش  پذير است» يا مثلاً 6|

2 چون عدد صحيحی وجود ندارد كه در ۲ ضرب  شده و حاصل بر ابر ۵ شود. در حالت كلی داريم: 5/|
a هرگاه عدد  b| تعريف رابطۀ عادکردن: b و a دو عدد صحيح هستند؛ می گوييم a, عدد b را عاد می كند (می شمرد) و می  نويسيم

 a b q aq b| ;Û $ Î = . به زبان رياضی:  aq b= صحيحی مثل q وجود داشته باشد كه

 همۀ اعدادی مثل b ,a و x و ... كه در اين فصل با آن ها سروكار داريم، صحيح هستند.
. ±1| a . اصلاً يک چيزی1± همۀ اعداد را عاد می كنند. پس  - ´ - =1 17 17( ) 1- چون 17| 1. شبيه همين 17 17´ = 1 چون 17|  

. ± ±a a| 7 در حالت كلی هر عددی، خودش و قرينه اش را عاد می كند يعنی  7|- 3 يا 3|  
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الف) مثال نقض- ۱
ب) ضرب عدد گويای ناصفر در عدد گنگ، گنگ است.

 xy x y− +
2 پ)

a زوج است. b2 2+ a2 هم فرد ولی b2 و 7ab فرد باشد، b و a فرد پس ت)
ث) حكم ـ خلاف فرض يا امر بديهی

2 می شود كه اول نيست.- ۲ 1 15
4 - = n بگيريم، = 4 الف) اگر

. 1
3

3³ 1 می شود، اما
3

ب) معكوس عدد ۳ برابر

2 می شود كه عددی گويا است.  8 4´ = بگيريم، اما 8 و 2 پ) دو عدد گنگ را
0 می شود كه عددی گويا است. 2 0´ = 2 می گيريم. ت) عدد گويا را صفر و عدد گنگ را

در گزاره های شرطی بايد مثالی بزنيم كه در فرض درست دربيايد ولی در حكم غلط باشد تا تركيب شرطی نادرست باشد.- ۳
a گنگ نبوده و گويا است. b- = - =2 2 a گنگ می شود، ولی0 b+ = 2 2 a بگيريم b= = 2 الف)

b بگيريم داريم: a= =2 8» a می شود. اگر b
b

a
b

+ = +
2 2

1

2
ب) اول دقت كنيد كه

a
b2

1

2

8

2 2

1

2

2 2

2 2

1

2
1

1

2

3

2
+ = + = + = + = (�ه گويا شد)  

b نادرست است. چرا؟ a= Ù =0 0 ab می شود، ولی =0 b بگيريم a و1= =0 پ) اگر
b نه! توجه كنيد كه اگر اين جوری  a درست است ولی0= =0 تركيب عطفی وقتی درست می  شود كه هر دو درست باشند. در اين مثالی كه زديم
» درست می شد، يعنی اگر ضرب دو عبارت صفر باشد، نتيجه می گيريم حداقل يکی برابر صفر است، يعنی  ab a b= Þ = Ú =0 0 0 نوشته بود «

اولی صفر بوده است يا دومی.
. B C¹ A می شود ولی B A C∩� ∩�

{ } { }1 1
= C بگيريم B A= = ={ , } { , } { , }1 4 1 3 1 2» , ت) اگر

. 13 9 4 9 4 3 2 5= + ¹ + = + = x بگيريم y= =9 4, ث) كافی است
۴ -: a ¹0 a يا =0 الف) درست است. با در نظر گرفتن همۀ حالت ها حكم را ثابت می كنيم. دو حالت داريم، بالأخره

a باشد كه حكم ثابت شده است. =0 ۱) اگر

 ab ba=  → =
×

0 0

1

1 داريم: 
a

ab در =0 a باشد، با ضرب دو طرف رابطۀ ¹0 ۲) اگر
پس باز هم حكم نتيجه می شود.

x وجود دارد. y= =0 ب) نادرست است.
 4 1 4 1 1 4 4 1 2 1

2 2k n n n n n+ = + + = + + = +( ) ( ) k بگيريم، داريم:  n n= +( )1 پ) درست است. اگر

Q تعريف می شود، يعنی مجموعۀ اعداد گويا شامل كسرهايی هستند كه صورت - ۵ a
b
a b b= Î ¹{ | , , } 0 الف) مجموعۀ اعداد گويا به  صورت

 (d ,b )¹0 c گويا باشند.
d
a
b
, و مخرج عدد صحيح بوده و مخرج مخالف صفر باشد. فرض كنيم

 a
b

c
d

ad bc
bd

+ = +  

ad حتماً عددی گويا است. bc
bd
+ ، پس bd ¹0 a صحيح هستند، صورت و مخرج صحيح هستند و چون b و d هيچ كدام صفر نيستند b c d, , , چون

( n n+ -( )1 n رفت تا +0 n رفت؟ ببين از n می گيريم. حالا: (چرا تا1- n n n n+ - + +( ), , , ,1 2 1 ب) n عدد طبيعی متوالی را

n n n n n n n n
n

+ + + + + + + - = ´ + + + + -( ) ( ) ( ) (1 2 1 1 2 1� �
(ÂMIve â¾²ILºj â¾±µ] --

= + -

1

2 1

2
Ì¼µ\¶)

� ��� ��� ) ( ) ( )n n n  

n q n n n q nq
q

2 + = + = ¢
¢

( ) ( )


؛ پس:  n q- =1
2

n زوج بوده يعنی  n عددی فرد است، پس1-

n در نظر می گيريم. ميانگين اين ها می شود: n n n n n n, , , , , ,+ + + + + +1 2 3 4 5 پ) هفت عدد طبيعی را به  صورت6
n n n n n n n n n+ + + + + + + + + + + + = + = +1 2 3 4 5 6

7

7 21

7
3  

يعنی ميانگين برابر عدد وسطی می شود. در حالت كلی ميانگين تعداد فردی عدد، كه تشكيل دنبالۀ حسابی می دهند، برابر همان عدد وسطی می شود.
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a می گيريم. k= 3 aت) گفته a مضرب ۳ باشد، پس a k k k k k k q q( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )+ = + = + = + = =3 3 3 3 3 3 1 9 1 9 2 18��� ��
 .SwH Z»p  Â²H¼T¶ jkø »j  Joò

 
2q می گيريم. حالا داريم: 2 و عدد زوج را 1k + ث) عدد فرد را

( ) ( ) ( )2 1 3 2 4 4 1 6 2 2 2 3 1 2 1
2 2 2k q k k q k k q q

q

+ + = + + + = + + + = ¢ +
¢

� ��� ���  

n k k k k k k q
q

= Þ - + = - + + = - + + = +2 2 5 2 7 4 10 6 1 2 2 5 3 1 2 1
2 2 2( ) ( ) k ( )� �� �� ج) 

b می گيريم. (پس دو عدد - ۶ = 3 a و = 2 الف) اگر بخواهيم اين را رد كنيم بايد دو عدد اول پيدا كنيم كه جمع آن ها اول بشود. خب خيلی ساده
a هم اول بشود). b+ a وجود دارد به  طوری كه b, اول

ب) عدد فرد به هر توانی برسد، فرد می شود حالا اگر يک واحد كم كنيم زوج می شود. اين را ثابت می كنيم:

( ) ( )2 1 1 8 12 6 1 1 2 4 6 3 2
3 3 2 3 2k k k k k k k q

q

+ - = + + + - = + + =� ��� ���  

2 می شود. حالا: 5k + 2 و بعدی 3k + 2 می گيريم. بعدی دو واحد بيش تر است پس عدد فرد بعدی 1k + پ) اولين عدد طبيعی فرد اول را
2 1 2 3 2 5 6 9 3 2 3 3k k k k k q

q
+ + + + + = + = + =( )



 

a بشود. اين مثال نقض يعنی چيزی كه گفته غلط است. bc = 2 b بگيريم تا c= = 2 a و ت) كافی است1=
2 می گيريم. حالا: 4k + 2 و بعدی را  2k + 2k، بعدی را ث) به نظر می رسد كه درست باشد (چند تا عدد امتحان کنين!) اولين زوج اول را

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 4 8 1 2

2 1 2 2

k k k k k k
k k

+ + = + +

+ +��� �� ��� ��

» 6 Joñ¶ ÂÂ²H¼T¶ jkø 3 Joò
.SwH 3 Joñ¶ ¾\ÃTº nj

� ��� ��� = =8 3 24( )q q  

. حالا: b q= +2 a و1 k= +2 a بايد عددی فرد باشند (تا ضربشون فرد بشه)، يعنی1 b, عددی فرد باشد، پس 3ab ج) گفته

a b k q k k q q k k q q2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 4 4 1 4 4 1 2 2 2 2 2 1+ = + + + = + + + + + = + + + +( ) ( ) ( )

tt

t� ����� ����� = 2  

2k می شود. حالا داريم:- ۷ 2 و يكی كم تر 2k + 2 می گيريم. يكی بيش تر 1k + عدد فرد وسطی را

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2 1 2 2 4 1 2 1 4 2 2 1

2 1

k k k k k k q k
k

+ + = + + = +

+��� ��
��� �� == +8 2 1q k( )

.SwH Z»p Â²H¼T¶ jkø »j Joò

 

از طرفی ضرب ۳ عدد متوالی بر ۳ بخش پذير است. پس ضرب اين سه عدد هم مضرب ۳ بوده و هم مضرب ۸، يعنی بر ۲۴ بخش پذير است.
الف) دو حالت در نظر می گيريم. n زوج باشد يا فرد:- ۸

n n k k k k k k2 2 2 2
5 7 2 5 2 7 4 10 7 4 10 8 1+ - = + - = + - = + - +( ) ( ) ، پس:  n k= 2 (۱

= + - + = + Þ2 2 5 4 1 2 1
2( )k k q

q
� ��� ��� حاصل فرد است.  

n n k k k k k2 2 2
5 7 2 1 5 2 1 7 4 4 1 10 5 7+ - = + + + - = + + + + -( ) ( ) ، پس:  n k= +2 1(۲

= + - = + - + = + - + = + Þ4 14 1 4 14 2 1 2 2 7 1 1 2 1
2 2 2k k k k k k q

q
� � � ��� ���( ) حاصل فرد است.  

پس در دو حالت، حاصل عددی فرد است، اين يعنی به ازای هر عدد طبيعی n، حاصل فرد می شود.
ب) دو حالت می گيريم. n زوج باشد يا فرد:

۱) n k n k k q= Þ + = + = + = +2 2 2 2 4 2 4 2
2 2 2( )  

۲) n k n k k k k k q
q

= + Þ + = + + = + + = + + = +2 1 2 2 1 2 4 4 3 4 3 4 3
2 2 2 2( ) ( )��� ��  

n2 بر ۴ بخش پذير نمی شود. 2+ 4q درنمی آيد (باقی مانده دارد)، پس هيچ گاه پس در هيچ كدام از دو حالت، n به  صورت
پ) دو حالت در نظر می گيريم:

۱) Z»p  ¾¨ï¸ÄH ÁHoM uQ ,SwHn n k A n n k k k k AÞ = Þ = + = + = +2
1

2

2 2 1

2
2 1

( ) ( ) ( )   joÎ
.k{IM Z»p kÄIM k{IM Z»p

2 1
2

k
k k q+¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ =  

Þ = =n k q2 4 (پس اين جا حکم نتيجه مى شه!)  
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4 مقابل با دو وزير احاطه می شود.- ۷۴ 4´́ با ذكر دليل، ثابت كنيد همۀ خانه های صفحۀ شطرنجی

  
dd باشد. - ۷۵ == 2 )gg باشد رسم كنيد كه )G k== 2 5k رأسی كه گراف
آن - ۷۶ در  مناطق  بين  مسافت  كه  است  آن ها  بين  جاده های  و  منطقه  نقشۀ چند  مقابل،  نقشۀ   

مشخص شده است. قصد داريم چند بيمارستان طوری احداث كنيم كه فاصلۀ هر منطقه تا بيمارستان 
از ۱۰ كيلومتر بيشتر نباشد. حداقل تعداد بيمارستان و محل احداث آن ها را به وسيلۀ گراف مشخص 
(مشابه کتاب) كنيد. 

 

(مشابه کتاب)- ۷۷ n كارمند از يک شركت قرار است با چند تاكسی به محل بروند و هر ۴ نفر به يک تاكسی نياز دارند. حداقل چند تاكسی مورد نياز است؟ 

نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: ۹۰ دقيقهرشتۀ رياضی فيزيکآزمون جمع بندیرديف

درستی يا نادرستی عبارت های زير را مشخص كنيد.   ۱
الف) گراف سادۀ ۶رأسی با دقيقاً ۵ رأس ايزوله وجود ندارد.    
ب) گراف غيرتهی منتظم از مرتبۀ ۱۱ حداقل ۱۱ يال دارد.   

)gg است.    )C n
n ==

++
éé
êêêê

ùù
úúúúDD 1 Cn مثال نقض رابطۀ پ) گراف

DD حداقل ۹ يال دارد.    == 5 p و == 9 ت) گراف همبند از مرتبۀ

۱

گراف G به صورت مقابل را در نظر گرفته و جای خالی را با عبارت های مناسب تكميل كنيد.۲
N باشد، x همان ............... است. e c d xG( ) { , , }== الف) اگر

e مسير به طول ۴ به صورت ............... است. d-- ب) يک
G تعداد ............... يال دارد.  پ) گراف

۱

در يک جمع ۷ نفر حضور دارند. می دانيم هر فرد حداقل با ۴ نفر ديگر دست داده است. ثابت كنيد امكان نداردكه دقيقاً يک ۳
نفر با ۵ نفر دست داده باشد.

۱

منتظم تعداد يال ها هفت تا بيشتر از تعداد رأس ها است. k را به دست آورده و يک نمونه از گراف رسم كنيد.۴ --k ۱در يک گراف

۱مرتبۀ يک گراف كامل از ربع اندازۀ گراف، ۱۴ واحد كم تر است. مرتبه، اندازه و درجۀ رأس ها در اين گراف را به دست آوريد.۵

با اضافه كردن فقط دو يال، كاری كنيد كه گراف مقابل فقط دورهايی به طول ۴، ۵، ۶، ۷ و ۹ داشته ۶
باشد؛ سپس اين دورها را بنويسيد.

 

۱/۵

عدد احاطه گری، گراف های زير را به دست آوريد. (با ذكر دليل)۷

ب) الف) 

۱

N سه عضو دارد. با ذكر دليل مشخص كنيد عدد احاطه گری گراف ۸ VG i[ Vi مجموعۀ[ در گراف G از مرتبۀ ۹ برای هر رأس
چه مقاديری ممكن است داشته باشد.

۱/۵

P6 را رسم و نام گذاری كنيد.)۹ P6 را بنويسيد. (�راف ۱همۀ مجموعه های احاطه گر مينيمال برای گراف

جمع نمرات  ۱۰



در سال های قبل با چند روش مهم شمارش مثل اصل ضرب، اصل جمع، تبديل و تركيب آشنا شديد. در اين درس می خواهيم چند روش مهم ديگر 
بيان كنيم كه با استفاده از آن ها می توانيد حالت های انجام كارهای پيچيده تری را شمارش كنيد.

قبل از اين كه بخواهيم مطالب اين درس را با هم بررسی كنيم، خوب است يک مروری روی اصل ضرب، جمع، جايگشت و ... (�ه در سال دهم آن ها 
را خوانده ايد) داشته باشيم.

خب يک كاری داريد كه از دو قسمت تشكيل شده  است، مثلاً می خواهيد دوستتان را آبميوه و غذا مهمان كنيد. دقت كرديد؟ آبميوه و غذا يعنی 
4 روش می توانيد  3 12´ = می خواهيد حاتم طايی بشويد و او را به هر دو تا جا ببريد. مثلاً ۴ نوع آبميوه و ۳ نوع غذا داريم. اصل ضرب می گويد به

اين كار را انجام دهيد.

 n اصل ضرب: فرض كنيد كاری از دو قسمت تشكيل شده باشد  (برای انجام كار بايد هر دو قسمت را انجام دهيم). اگر قسمت اول به
n روش می تواند صورت بگيرد. m´ روش و قسمت دوم به m روش قابل انجام باشد، كل كار به

 چند عدد چهاررقمی به صورتabcd وجود دارد؟
 هر كدام از ارقام c ،d و b، ۱۰ حالت دارند (از صفر تا ۹) ولی a، ۹ حالت دارد (صفر نمی شود)؛ پس تعداد اعداد چهاررقمی 
9 10 10 10 9000´ ´ ´ = می شود: 

B وجود دارد؟ در چندتا از آن ها عدد ۱، عضو برد تابع نيست؟ { , , }== 1 2 3 A به مجموعۀ { , , , }== 1 2  n  چند تابع f از مجموعۀ

1ÎDf را در نظر   از هر عضو A دقيقاً يک فلش بايد خارج شده و به يک عضو B نظير شود. عدد
بگيريد، خب می تواند به ۱ يا ۲ يا به ۳ برود، يعنی ۳ حالت دارد. ۲ چه طور؟ آن هم ۳ حالت دارد، خلاصه 
 A 3 تابع به دست می آيد. حالا اگر ۱ عضو برد نباشد، يعنی هيچ كدام از عضوهای 3 3 3´ ´ ´ =�� �� ��

nIM n

n اين كه

2n تابع اين جوری به دست می آيد. نمی توانند به ۱ بروند، پس هر عضو دامنه، دو حالت داشته و
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km (دومی به توان اولی).  تعداد تابع ها از مجموعۀ mعضوی A به مجموعۀ kعضوی B برابر است با:

 به چند حالت می توانيم ۴ جايزۀ مختلف را بين ۷ نفر توزيع كنيم، به طوری كه به هر نفر حداكثر يک جايزه برسد (يعنی 
هيچ كس بيشتر از يک جايزه نگيرد!)؟

 جايزۀ اول را در نظر بگيريد. اين را می توانيم به هر كدام از ۷ نفر بدهيم. جايزۀ دوم را به هر كدام از ۶ نفر باقی مانده، جايزۀ سوم 

را به هر كدام از ۵ نفر باقی مانده و جايزۀ آخر را به هر كدام از ۴ نفر باقی مانده! خلاصه طبق اصل ضرب تعداد راه های توزيع جوايز، برابر

7 می شود.)

7 4

7

3

!
( )!

!
!-

= 7 می شود. (اگر از سال دهم يادتان باشد، اين عدد همان جايگشت ۴ شیء از ۷ شیء است كه برابر 6 5 4´ ´ ´

همين مسئله با يک ادبيات ديگر هم می تواند مطرح بشود: «چند تابع يک به يک از مجموعۀ ۴ عضوی به مجموعۀ ۷ عضوی وجود دارد؟» اول تعريف 
را يادآوری می كنيم: 

تعريف تابع يک به يک: تابعی يک به يک است كه هر عضو A دقيقاً به يک عضو منحصربه فرد از B نظير شود، يعنی دو تا عضو از A به 

يک عضو B نظير نشوند؛ به زبان ديگر به هيچ عضو B دو تا فلش وارد نشده باشد. 

، ۶ حالت و ... a2 ، ۷ حالت داريم، برای a1خب برای

m برابر است با: k£  در حالت كلی تعداد تابع های يک به يک از مجموعۀ mعضوی A به مجموعۀ k عضوی B كه

 P k m k k
k m

k k k mm( , ) ( ) !
( )!

( )( ) ( ( ))= =
−

= − − −1 1  

 با همين فرمول نتيجه می شود تعداد تابع های يک به يک از مجموعۀ mعضوی به مجموعۀ mعضوی برابر!m می شود.

 اگر تعداد عضوهای A بيشتر از B باشد، تابع يک به يک از A به B وجود ندارد (وقتی سمت راست بيشتره حتماً به بعضی عضوهای B بيشتر 
از يک دونه فلش وارد می شه).

حالا فرض كنيد كه جيبِ مبارک اجازه نمی دهد كه دوستتان را به هر دو تا جا ببريد، يعنی می خواهيد او را به آبميوه فروشی يا رستوران ببريد. 
اين جا در واقع مسئله را به دو حالت تقسيم می كنيد. هر كدام كه انجام بشود كار صورت گرفته است و اين ها با هم اتفاق نمی افتند. آبميوه ۴ حالت، 

4 حالت برای انجام اين كار وجود دارد.  3 7+ = رستوران ۳ حالت! اصل جمع می گويد

 اصل جمع در واقع همان تقسيم بندی مسئله، به چند حالت است (�ه اشتراكی با هم ندارند) و هر كدام كه انجام بگيرد كار انجام شده 
است. حتماً اين را هم فهميديد كه برای اصل ضرب «و» می آيد و برای اصل جمع «يا».

k طريق و ... و روش n2 اصل جمع: فرض كنيد كاری را بتوان به چند روش مجزا انجام داد. اگر روش اول بهn1 طريق، روش دوم به
n روش قابل انجام است. n nk1 2

+ + + nk طريق قابل انجام باشد، كل كار به ام به

 در چند عدد سه رقمی دقيقاً يک رقم ۴ ديده می شود؟

 عدد سه رقمی را به صورتabc می گيريم. من می گويم سه حالت مجزا وجود دارد.
 1 9 9 81

4{ }
´ ´ =

4 q] ¾M 4 q] ¾M
a باشد، اين جا داريم:  = 4

 8 1 9 72

4oÿÅ » 4 q] ¾M 4 q] ¾M
´ ´ =
{ }

b باشد، اين جا داريم:  = 4

 8 9 1 72

4oÿÅ » 4 q] ¾M 4 q] ¾M
´ ´ =

{ }
c باشد. اين جا داريم:  = 4

81 عدد سه رقمی كه دقيقاً يک رقم آن برابر ۴ باشد وجود دارد. حالا اگر همين مسئله را  72 72 225+ + = پس طبق اصل جمع
تبديل كنيم به «حداقل يک رقم ۴» داشته باشد، ديگر به اين سادگی به دست نمی آيد. چرا؟ چون حالت های اشتراک پيدا می كنند. 

اين چيزی است كه در اين درس به حساب آن می رسيم!
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x را در هر كدام از شرايط زير به دست آوريد.- ۱۷ x x x1 2 3 4 16++ ++ ++ == تعداد جواب های معادلۀ
ب) جواب ها طبيعی باشند. الف) جواب ها صحيح نامنفی باشند.  

1 است. 4££ ££i xi كه ³³ 2 ت) x3 باشد.  3³³ x1 و 1>> پ) جواب ها صحيح نامنفی بوده و
x1 باشد. 4££ ج) جواب ها صحيح و نامنفی بوده و x2 باشد.  3== ث) جواب ها طبيعی بوده و

(نهايی شهريور ۱۴۰۰)- ۱۸ x4 باشد؟  4≥≥ x1 و 2>> x چند جواب صحيح نامنفی دارد به شرط آن كه x x x x1 2 3 4 5 15++ ++ ++ ++ == معادلۀ
(مشابه تمرين کتاب)- ۱۹ با استفاده از گل های مريم، رز و ميخک چند دسته گل شامل ۸ شاخه می توان درست كرد به طوری كه: 

الف) محدوديتی در استفاده از هر نوع گل نداشته باشيم؟
ب) از هر ۳ نوع حتماً استفاده شود؟

پ) حداقل دو شاخه ميخک و دقيقاً يک شاخه رز استفاده شود؟
به چند طريق می توان از بين ۶ نوع گل، ۱۲ شاخه انتخاب كرد، اگر بخواهيم از گل نوع اول حداقل يک شاخه، از گل نوع چهارم بيش از ۳ - ۲۰

(نهايی خرداد ۱۴۰۰) شاخه و از گل نوع ششم فقط يک شاخه انتخاب كنيم؟ 
به چند روش می توانيم:- ۲۱

ب) ۹ توپ يكسان را درون ۳ سبد متمايز توزيع كنيم؟ الف) ۹ توپ متمايز را درون ۳ سبد متمايز توزيع كنيم؟ 
(نهايی خرداد ۹۸)- ۲۲ xi را محاسبه كنيد.  >> 0 i و == 2 3 4 5, , , x با شرط x x1 2 5 10++ ++ ++ == تعداد جواب های صحيح و نامنفی معادلۀ
۱۲ نفر می خواهند به ۳ نفر رأی بدهند. تعداد رأی های كانديداها، چند حالت ممكن است داشته باشند؟ (هر فرد دقيقاً به يک كانديد رأی می دهد.)- ۲۳
چند عدد سه رقمی وجود دارد به طوری كه مجموع رقم ها برابر ۷ باشد؟- ۲۴
x چه طور؟- ۲۵ x x1 2 3 7++ ++ << x چندتا است؟ تعداد جواب های طبيعی نامعادلۀ x x1 2 3 7++ ++ ££ تعداد جواب های صحيح و نامنفی نامعادلۀ

 چند جواب صحيح نامنفی دارد؟- ۲۶
x x x
y y
1 2 3

1 2

7

6

++ ++ ==
++ ==

ìì
íí
îî

دستگاه

(مشابه تمرين کتاب)- ۲۷ تعداد جواب های صحيح و نامنفی هر معادله را به دست آوريد. 

x (الف x x1
3

2 3 20++ ++ == 10 (ب  10
1

2 3x
x x++ ++ == x (پ  x x x1 2 3 43 9++ ++ ++ == x (ت  x x x1 2 3 4 4++ ++ ++ ==  

 
سه فيلم ۱،۲ و ۳ را می خواهيم در روزهای شنبه، يكشنبه و دوشنبه و در سه سانس به نمايش دربياوريم. برای اين كه 
عدالت رعايت بشود می خواهيم هر فيلم در هر روز و در هر سانس دقيقاً  يک بار پخش شود. برای برنامه ريزی چه 

پيشنهادی داريد؟ خب مثلاً يكی از برنامه ها می تواند به صورت مقابل باشد: 

3 طوری قرار دهيم كه هر عدد در هر سطر و  3´ حتماً فهميديد تعبير چيزهايی كه گفتيم اين می شود: «بايد اعداد ۳، ۲ و۱ را در يک جدول
3 می گوييم.  3´ هر ستون دقيقا يک بار بيايد به عبارت ديگر در هيچ سطر و ستونی عدد تكراری نداشته باشيم». به اين جدول يک مربع لاتين
حالا چرا مربع های لاتين؟ چون اويلر كه كارهای زيادی در اين زمينه انجام داده به جای اعداد از حروف لاتين استفاده می كرده است. (�می 
تأمل كنيد و اين مثال را خوب درک كنيد. در هر روز، عدد تكراری نداريم (يعنی ۱ تا ۳ را داريم) و در هر سانس هم عدد تكراری نداريم (يعنی 

۱ تا ۳ را داريم))

) كه هر سطر و هر ستون با اعداد n ،... ،۳ ،۲ ،۱ به گونه ای پر شده باشد كه در  )n n´ n: يک جدول مربعی n´́ تعريف مربع لاتين
هيچ سطر آن و هيچ ستون آن عدد تكراری وجود نداشته باشد را يک مربع لاتين می گوييم. به هر يک از اعداد درون مربع لاتين، يک 

درايه (شبيه ماتريس) می گوييم.

5 يا ...) وجود دارد يا نه؟  5´ ، 4 4´ خب حالا كه فهميديد مربع لاتين چگونه مربعی است، بگوييد ببينم آيا مربع لاتين از هر مرتبه ای (مثلاً
5 بسازيم. من می گويم سطر اول را ۱ تا ۵ بگذاريم. برای سطر دوم، اعداد  5´ بياييد يكی دوتا امتحان كنيم. مثلاً مربع لاتين
a21 می شه).  سطر اول را يكی به راست ببريم. رقم ۵ هم انِگار می چرخد و می آيد در خانۀ اول سطر دوم! (به اصطلاح ماتريسی درايه
برای سطر سوم هم همين طور، سطر دوم را يكی به راست ببريم و با همين كار بقيۀ سطرها را هم به دست آوريم تا مربع لاتين 

مقابل به دست آيد. شبيه همين به راحتی می توانيم مربع لاتين از هر مرتبه ای به دست آوريم.
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مربع لاتين چرخشی: مربع لاتين به صورت مقابل را مربع لاتين چرخشی از مرتبۀ n می گوييم: 
(مثلاً مربع لاتين بالا چرخشی از مرتبۀ ۵ بود. در واقع اعداد ۱ تا n را در سطر اول می نويسيم. در سطر بعدی اعداد 

را يكی به راست می بريم و آخری هم می چرخد و در ستون اول قرار می گيرد و همين طور سطرهای بعدی.)

 

 چند مربع لاتين به صورت مقابل وجود دارد؟
 

 خب از كجا شروع كنيم؟ من می گويم آن دو مربع كه با يک فلش دارد علامت زده ام، قطعاً بايد ۲ باشند. 
چرا؟ چون در هيچ سطر و ستونی عدد تكراری نداريم، ۳ و ۱ نمی تواند باشد پس بايد ۲ باشد. بقيه اش ديگر كاری 
ندارد. آن هايی كه دو فلش دارند برابر ۱ می شوند و شبيه همين بقيه هم به دست می آيند. پس فقط يک مربع 

a33 آن به ترتيب ۳ و ۱ باشند. لاتين وجود دارد كه درايه هایa11 و

n برای هر عدد طبيعی n وجود دارد. حالا فرض كنيد يک مربع لاتين داريم. n´ خيالتان تا اين جا راحت شد كه مربع لاتين
3 كه برنامۀ فيلم ها بود خيلی خوب است. من می گويم از روی اين مربع لاتين، مربع لاتين های زياد ديگری، می توانيم بسازيم. 3´ مثلاً همان مربع لاتين
 در هيچ سطر و ستونی عدد تكراری نداريم، پس اگر جای دو سطر را عوض كنيم باز هم به يک مربع لاتين می رسيم. مثلاً اگر در مربع لاتين

3 فيلم  ها، جای سطر اول و سوم را عوض كنيم، مربع لاتين مقابل به دست می آيد: 3´

   
شبيه همين می توانيم جای دو ستون را عوض كنيم. مثلاً اگر ستون اول و دوم را عوض كنيم داريم:

   
1 اعمال كنيم!  2 3, ,  بياييد يک كار ديگر بكنيم. يک جايگشت روی

3 را بگيريم. يعنی چه؟ ببينيد در واقع به جای ۱، سه بگذاريم. به جای ۲، يک و به جای ۳ هم دو بگذاريم. 1 2, , مثلاً جايگشت
خيلی تابلو است كه اين هم مربع لاتين می شود. چون اگر سطر يا ستون عدد تكراری داشته است با انجام برعكس كارها در مربع لاتين اوليه بايد 

عدد تكراری در همان سطر يا ستون داشته باشيم (که نداريم چون مربع لاتين است!) با اين كار به مربع لاتين زير می رسيم:

 3 2

1 3

2 1

®

®
®

 
n می توانيم با هر جايگشت، مربع لاتين های ديگری به دست آوريم. n´ عجب داستانی شد! از روی يک مربع لاتين

1 داريم. باز دوباره می خواهيم در هر روز از هر ۳ سالن و در هر  2 3, , دوباره با آن مثال سينما كار داريم (مربع لاتين A). فرض كنيد ۳تا سالن
سانس نيز از هر ۳ سالن استفاده كنيم. خب يک مربع لاتين ديگر مثل B می سازيم. حالا ماجرا كمی پيچيده تر می شود! می خواهيم هر دو كار را 

با هم انجام دهيم. يعنی:

     
 هر فيلم در هر روز در يک سانس و در يک سالن به نمايش درآيد.

 هر فيلم در هر سالن فقط يک بار به نمايش دربيايد.
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رياضيات گسستهرشتۀ رياضینمونۀ امتحان نيم سال اول

نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: ۱۲۰ دقيقهامتحان شمارۀ ۱رديف

۱ثابت كنيد ميانگين ۳ عدد طبيعی متوالی برابر عدد وسطی است.۱

۲.b == 0 a يا == 0 ، آن گاه ab == 0 a دو عدد حقيقی هستند. نشان دهيد اگر b,۱

2aa عددی گنگ است.۳ bb++ aa گويا، آن گاه bb++ aa اعدادی گنگ و bb, ۱نشان دهيد اگر

۴. a
a

++ ³³1
2 ۱با استفاده از گزاره های هم ارز ثابت كنيد اگر a عددی مثبت باشد، 

۵. | a | | |££ b b در اين صورت ¹¹ 0 a و b| ۱نشان دهيد اگر

7 بر آن بخش پذير باشد، a را به دست آوريد.۶ 6k ++ 9 و 7k ++ ۱اگر a  برابر با عددی اول باشد كه دو عدد

حاصل عبارت های زير را به دست آوريد.۷
]) (الف , ], )m m m3 5 )] (ب  m , m ), ]2 4 6

2 3m   
۱

۱باقی ماندۀ تقسيم عدد a بر ۷ و ۸ به ترتيب ۲ و ۷ است. باقی ماندۀ تقسيم عدد a بر ۵۶ را به دست آوريد.۸

3 را بر ۲۶ به دست  آوريد.۹ 38
56 ++ ۱باقی ماندۀ تقسيم عدد

۱اگر ۷ ارديبهشت چهارشنبه باشد، ۱۱ شهريور چندشنبه است؟۱۰

۱/۵به چند طريق می توان ۲۳۰۰۰ تومان را به اسكناس های ۲۰۰۰ و ۵۰۰۰ تومانی تبديل كرد؟۱۱

2 دارای جواب است؟۱۲ 1
3 1

x
m
ºº

++
m، معادلۀ هم نهشتی ££ 100 ۱/۵به ازای كدام اعداد طبيعی

E را در ۱۳ de df fc(G) {ab ,ac ,af ,bd , , , }== V و مجموعه يال های G a b c d e f( ) { , , , , , }== گراف G با مجموعه رأس های
نظر گرفته و به سؤال های زير پاسخ دهيد:

N را مشخص كنيد. dG[ ] الف)
ب) دو يال مجاور نام ببريد.

پ) گراف مكمل را رسم كنيد.
ت) يک زير گراف ۴ رأسی و ۳ يالی از گراف مشخص كنيد.

۲

5 باشد؟ چرا؟۱۴ 2 2 2 2 2 2, , , , , , ۰/۵آيا ممكن است درجه های گرافی از مرتبۀ ۷ به صورت

9 داشته باشد.۱۵ 6 5, , ۰/۵گراف ۹ رأسی رسم كنيد كه فقط دورهايی به طول

P6 را رسم كنيد.۱۶ C5 و ۰/۵گراف های

۱چند گراف جهت دار با پنج رأس d ،c ،b ،a و e می توان ساخت؟۱۷

deg است.۱۸ ( )G a == 6 در يک گراف G  از مرتبۀ ۱۱ و اندازۀ ۲۳،
q را به دست آوريد. G( ) الف)

deg را به دست  آوريد. ( )G a ب)

۱/۵

)dd باشد، مسيری به طول ۴ در گراف وجود دارد.۱۹ )G ³³ 4 ۱فرض كنيد G  يک گراف ساده است. ثابت كنيد اگر

۲۰جمع نمرات
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رياضيات گسستهرشتۀ رياضینمونۀ امتحان نهايی خردادماه ۱۴۰۱

نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: ۱۲۰ دقيقهامتحان شمارۀ ۳رديف

درست يا نادرست بودن جملات زير را مشخص كنيد.۱
. | | | |a b>> b، در اين صورت ¹¹ 0 a و b| الف) اگر

. [ , ]a b c== ، آن گاه ( ; , )| |"" >> ÞÞ ££m a m b m c m0 ) و a c b c| |, ب) برای دو عدد صحيح و ناصفر a و b اگر (

. a r
m
ºº پ) برای هر دو عدد صحيح a و b و عدد طبيعی m، اگر باقی ماندۀ تقسيم a بر m مساوی با r باشد، در اين صورت

2-- است. 2-- برابر ت) بزرگ ترين مقسوم عليه مشترک دو عدد ۴ و

۱

n عددی فرد است.۲ n2
5 7-- ++ ،n ۱ثابت كنيد برای هر عدد طبيعی زوج

۳. 25 16 28 6
2| k k++ ++ 5، ثابت كنيد 4 1| k ++  باشد به طوری كه ۰/۷۵اگر عددی مانند k در

A را بر ۱۳ بيابيد.۴ == ++27 18
20 ۱باقی ماندۀ تقسيم عدد

۱/۲۵اگر در يک سال، اول مهر شنبه باشد، در اين صورت ۱۲ بهمن در همان سال چه روزی است؟۵

جاهای خالی را با عدد يا كلمۀ مناسب پر كنيد.۶
الف) اگر درجۀ يک رأس فرد باشد، آن را رأس ............... می ناميم.

ب) گرافی را كه تمام رئوس آن تنها باشد و هيچ يالی نداشته باشد، گراف ............... می ناميم.
K4، برابر با ............... است. پ) تعداد يال های گراف

ت) گراف G را ............... می ناميم، هرگاه بين هر دو رأس آن حداقل يک مسير وجود داشته باشد.

۱

به سؤالات زير كوتاه پاسخ دهيد.۷
C7 را رسم كنيد، سپس يک مسير به طول ۵ بنويسيد. الف) گراف

N را با اعضا مشخص كنيد.  cG( ) ب) در گراف شكل مقابل،

۱

الف) مجموعۀ احاطه گر مينيمال را تعريف كنيد.۸
ب) برای گراف شكل روبه رو، يک مجموعۀ احاطه گر با ۴ عضو انتخاب كنيد.

 

۱/۲۵

عدد احاطه گری گراف شكل مقابل را با ارائۀ راه حل، تعيين كنيد.۹

 

۱/۲۵

P9 را رسم كنيد؛ سپس يک مجموعۀ احاطه گر مينيمم از آن را مشخص كنيد.۱۰ ۱ابتدا گراف

گراف شكل مقابل را در نظر بگيريد. ۱۱
ـ مجموعه مشخص كنيد. gg الف) يک

ب) يک مجموعۀ احاطه گر مينيمال با ۴ عضو بنويسيد.

۱/۵

۶ كتاب متفاوت تاريخ و ۵ كتاب متفاوت ادبيات را به چند طريق می توان در يک رديف كنار هم چيد به طوری كه:۱۲
ب) به صورت يک در ميان قرار بگيرند. الف) كتاب های تاريخ همواره كنار هم باشند. 

۱

۱با ارقام ۹، ۷، ۶، ۵، ۳، ۳، ۱، ۱، ۱ چند عدد ۹رقمی می توان نوشت؟۱۳

x5 باشد؟۱۴ 2>> x3 و 4== x چند جواب صحيح و نامنفی دارد به شرط آن كه x x x x x1 2 3 4 5 6 12++ ++ ++ ++ ++ == ۱/۵معادلۀ
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۱۳۶۱۳۶

ب) نادرست (0/25)- ۱ الف) درست (0/25) 
الف) عدد a شمارندۀ عدد b است. (0/5)- ۲

(0/25) | |2m ب)

۳ - xy x y£ +2 2

2  (0/25) Û £ +2 2 2xy x y  (0/25)  

 Û + - ³x y xy2 2
2 0  (0/25) Û - ³( )x y 2

0  (0/25)  
گزاره همواره درست است. (0/25)

۴ - 
 

p k
p k
p k k

=
= +
= + = +

4 1

4 1 2

4 2 2 2 1 3

( )
( )
( ) ( )

 

p k= +4 3 4( )  (0/25)  
در حالت (۱) وp ،(۳) عددی زوج (بزرگ تر از ۲) است كه با اول بودن 
آن تناقض دارد. (0/25) بنابراين اعداد اول به فرم (۲) يا (۴) خواهند 

بود. (0/25) 
۵ -

 1000 1

7

º-  (0/25) Þ ´ + º - ´ + º( ) ( )1000 9 11 1 9 11 2
25

7
25

7

(0/25)
� ������ ������  

  Þ =r 2  (0/25)  

۶ - 7 1 7 4 5 1

4 4

x xº Þ º ´ +  (0/25) Þ º7 21

4

x  (0/25)  

 ( , )7 4 1
4

3
=¾ ®¾¾¾ ºx  (0/25) Þ = +x k4 3  (0/25)  

۷ -(0/75) N c a e dG ( ) { , , }= الف)
ب) رأس f و ۵ (0/5)

 (0/5) a b e c d a (پ
ت) خير (0/25)

مجموعۀ احاطه گر مينيمم مجموعۀ احاطه گری است كه كم ترين - ۸
تعداد عضو را دارد ولی مجموعۀ احاطه گر مينيمال مجموعۀ احاطه گری 
است كه با حذف هر يک از رئوس آن ديگر احاطه گر نيست و می تواند 

از مجموعۀ احاطه گر مينيمم بيشتر عضو داشته باشد. (هر مورد (0/25))
كه - ۹ مشابه  مجموعه های  كه  صورتی  (در   (1)  D a c i d={ , , , }

ويژگی مسئله را داشت، نوشتند، نمره داده شود.)

. (0/5) از طرفی مجموعۀ- ۱۰ 10

4 1
2

+
é
êê

ù
úú

= £ g( )G طبق قضيه داريم

 g( )G £ 2 لذا  (0/5) است.  احاطه گر  مجموعۀ  يک   D e j={ , }
 (0/25) . g( )G = (0/25). بنابراين2

ب) (0/75)  - ۱۱ الف) (0/75) 
۱۲ -  (0/5) 2 7! !´ ب)   (0/5) 6 2! !´ الف)
۱۳ - x x x x x x

1 2 3 4 5 6
12+ + + + + = ,  

x x x
1 4 6

1 3 1³ > =, ,  (0/5)  

 y x y
1 1 1

1 0= + ³, (0/25) ، y x y
4 4 4

4 0= + ³,  (0/25)  

y x x y x
1 2 3 4 5

1 4 1 12+ + + + + + + =  (0/25)  

Þ + + + + =y x x y x
1 2 3 4 5

6 (0/25) Þ = ( )JH¼] 10

4
(0/5)

۱۴ -

(0/5)(0/25)(0/25)

متعامد نيستند. زيرا در مربع آخر عدد دورقمی تكراری داريم. (0/5) 
۱۵ - | | , | | , | | , | |F V B F V= = = =15 11 9 5  

 , | | , | | , | |B V F B F B V   = = =6 3 3  
فقط فوتبال بازی كنند.  
 = - - +| | | | | | | |F F V F B F B V      
= - - + =15 5 3 3 10  (0/5)  

فقط واليبال بازی كنند.  
 = - - +| | | | | | | |V F V V B F B V     
= - - + =11 5 6 3 3  (0/5)  
فقط بسكتبال بازی كنند.  
 = - - +| | | | | | | |B F B V B F B V       
= - - + =9 3 6 3 3  (0/5)  

 Þ = + + =Z 10 3 3 16  (0/25)  
۱۶ - (0/5) 3 3 2 3 36

4 4- ´ - =( ) الف)

 (0/5) 8
4

1680
!
! = ب)

۱۷ -k k+ = Þ =1 5 4  (0/25)  

  kn n+ = Þ =1 54 4 53  (0/25)  

n = é
ëê

ù
ûú

=53

4
13  (0/25)  




