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  هستيخالق به نام 
  

  مقدمه
  

  

چـه   قدرت حركت كشف رياضي اسـتدلال نيسـت بلكـه قـدرت تخيـل اسـت و آن      
 هندسه است. كند، قدرت شهودي ور ميرقدرت تخيل را با

  

آميزد. در اين  هاي كلي، از نظر تاريخي و كاربرد مدرن آن درهم مي هندسه، زيبايي تجسم و قدرت انتزاع را در پيوند با شهود و تئوري
دهـد.   هاي هندسه را در هم بياميزيم. تفكر هندسي، استدلال و شهود را به روش مشخصه آن پيوند مي كنيم اين واقعيت كتاب سعي مي

هـاي   آموزان را در ساير زمينه هاي هندسي، بينش و خلاقيت دانش بيت و اهميت هندسه، ناشي از همين تركيب يا پيوند است. ايدهجذا
هـا از اهيمـت زيـادي     شود. به همين دليل است كه آمـوزش هندسـه در مدرسـه    تر رياضي مي رياضي نيز بالا برده و باعث درك عميق

  ه به روش صحيح آن آموزش داده شود. برخوردار است، البته به شرطي ك
چنين گاليله اعتقاد داشت كـه   ترين تمرين براي مغز است. هم به گفته افلاطون، هندسه عرصه جالبي براي تفكر منطقي است و ناب  

اي  ا مقدمههاي به كار برده در آن هندسي هستند. حتي افلاطون مطالعه هندسه ر كتاب طبيعت به زبان رياضي نوشته شده است و شكل
  دانست.  ضروري براي مطالعه فلسفه مي

هـاي مختلـف    توسعه شهود هندسي و درك آن و ساختن يك تفكر هندسي را در جهـت  CCSSو  NCTMهاي  امروزه نيز برنامه  
  دانند. آموزي مي هاي دانش كنند و هندسه را جايگاهي طبيعي براي رشد استدلال و توجيه مهارت توصيه مي

هاي رياضي نيز از گذشته تا حال بوده  ترين شاخه اما در مورد آموزش هندسه ، لازم است توضيح دهيم كه هندسه يكي از پرتلاطم  
و   شوند اين مشكل مشهود است. از يك سو به دليل سابقه تـاريخي آن  در ساختار هندسه مطرح مي  هايي كه امروزه و هست. در روش

توجهي به  هاي اخير بي اند. متأسفانه در كشور ما به ويژه در سال وجود آمده ها به هاي جديد اين چالش سهاز سوي ديگر با پيشرفت هند
هاي متوسطه و حتـي سـطوح بـالاتر تحـول چنـداني صـورت        هاي آموزش و نگارش هندسه در دوره هندسه آشكار است و در روش

مرجـع  هاي  ها و نمادهاي به كار برده شده با اكثر كتاب نه تنها تعريف توجهي به هندسه چنان شديد بوده است كه نگرفته است. اين بي
  رو هستيم. امروزي دنيا نتوانسته همگام شود، بلكه در ارايه برنامه درسي مناسب نيز با مشكل روبهو درسي 

آمـوزان   قشـر انـدكي از دانـش   هاي زيادي از هندسه آن هم براي  ها و المپيادهاي رياضي با مسأله هر چند به دليل برگزاري مسابقه  
هاي پيچيده هندسه نـه تنهـا    كند، حتي طرح اين مسأله شويم، كه اين هيچ كمكي به اشاعه تفكر عمومي نسبت به هندسه نمي روبرو مي

 هاي مهم اين كتـاب  ها نيز بشود. بنابراين يكي از هدف آموزان مفيد نيست بلكه ممكن است موجب سرخوردگي آن براي اكثريت دانش
   آموزان ايجاد شود. در دانشدار در هندسه است و اعتقاد داريم كه اين تفكر بايد  اشاعه يك تفكر هندسي معني

طـور رسـمي و بـا     بنابراين در تدوين اين كتاب سعي شده است كه بر طبق استانداردهاي موجود دنيا، ساختار هندسـه از ابتـدا بـه     
هاي جديد در  همراه با ديدگاهها  هاي هندسي و قضيه هاي قابل فهم از مفهوم دقيق و اثباتهاي  رعايت اصول و پايبندي به ارايه تعريف

  ك نقطه قوت در آموزش هندسه است. مطرح شوند، كه اين خود يهندسه 



ها  عريفآموزان نبايد هدف اصلي باشد، اما بايد ت هاي اوليه براي دانش هاي هندسي، در دوره هر چند كه ارايه رسمي و دقيق مفهوم  
شوند، تناقضي را ايجاد  ها آشنا مي تر آن آموزان با بيان دقيق هاي بالاتر دانش هاي غيررسمي چنان مطرح شوند كه وقتي در سطح و اثبات

  آيد.  نكند و موجب سردرگمي نشود، و اين همان كار اساسي است كه از عهده مؤلفين و معلمين توانمند برمي
روش  هاي رسمي و بـه  هاي هندسه مقدماتي با بيان استدلال اني و مفهومهاي اساسي اين كتاب ارايه مب هدفبه همين دليل يكي ديگر از   
  و موشكافانه است.   دقيق
   باشد. هيلي در توسعه تفكر هندسي مي هاي سوم و چهارم مدل ون در سطحدر اساس محتواي اين كتاب،   

  

ايم توضيح كافي خواهيم داد، در اين كتـاب،   اختاري كه براي هندسه قايل شدههاي ارايه و يا س در مورد روش ،هاي كتاب در فصل  
ايم روش متريك در ارايه هندسه است، كه اساس آن بر اعداد حقيقي اسـتوار اسـت. در    روشي را كه براي ساختار هندسه انتخاب كرده

 ،هـا  ايـم. در واقـع اصـل    بيـان كـرده   ،انـد  ارايـه شـده  كنـون  ا هايي را كه براي ساختمان هندسه از ابتـدا تـا   انتهاي فصل سوم تمام اصل
  باشند. ها مي اصل  برگرفته از اين دستهبه كار رفته در كتاب هاي اساسي  و مفهوم ،ها نشده تعريف

  باشند.  با به كار بردن اعداد حقيقي به سادگي قابل درك مي اندازه زاويهو  خط اندازه پاره هاي اصل، نهشتي هم، بينيت، فاصلههاي،  مفهوم  
  .شويم آشنا ميهاي متناهي و نامتناهي  هاي متنوع در هندسه هايي از مدل و مثال ،هاي اصل موضوعي هندسه با دستگاه در فصل اول  
هاي تعريف نشده و اصل و حل مسأله با اين معلومات اندك روشي توانـا در   در واقع ساختن يك هندسه با تعداد محدودي مفهوم  

آموز بايد بتواند استدلالي  دانش ،ها به دانستن اشياء اضافي ندارد و با همين محدود بودن معلوم هاي منطقي است، زيرا نياز بيان استدلال
كند. بنـابراين توجـه بـه ايـن فصـل مهـم اسـت. در         انگيز در يك مبتدي هندسه ايجاد مي درست ارايه دهد و اين خود مهارتي شگفت

ها اهميت زيـادي دارد، و ايـن آشـنايي كمـي بـا منطـق رياضـي را         هرياضي و به ويژه هندسه درست نوشتن و درست بيان كردن جمل
  ها پرداخته شده است.  ، تا حد نياز به بحث در مورد منطق رياضي و اثباتدومطلبد. در فصل  مي

ل اي هستند كه مسـتق  ها در هندسه تمام قضيه چهارمشود، و تا انتهاي فصل  به بعد، ساختار اساسي هندسه شروع مي سوماز فصل   
هـاي   ها در هندسه تر اين قضيه نامند. در واقع بيش نيز مي اري يا خنثيتاصل توازي را هندسه ناز اصل توازي است. اين هندسه بدون 

  اند. نااقليدسي نيز برقرار
 ،تهندسه متفاونوع سه  ،هاي ديگر متفاوت است، زيرا در اين فصل براساس سه نوع اصل توازي با تمام فصل پنجمساختار فصل   

در هـا   هاي نااقليدسي بحث شده است، زيرا امروزه آشنايي با اين نوع هندسه مختصري در مورد هندسه ،شوند. در اين فصل بررسي مي
هـاي   ويژگـي از در واقـع آشـنايي بـا بعضـي     شـود   آمـوزان توصـيه مـي    دانشطور مختصر آن براي  هاي درسي تربيت معلم و به برنامه
هـاي نااقليدسـي موجـب شـد كـه هيلبـرت در        كند. همين كشف هندسه كمك ميهندسه اقليدسي  به درك بهترهاي نااقليدسي  هندسه

  ها با زندگي واقعي امروزي سروكار دارند. بخشي از اين هندسه هندسه اقليدسي را از نو بازسازي كند.ابتداي قرن بيستم 
هـاي   هـا چهارضـلعي   باشند، در اين فصل هاي  اساسي هندسه اقليدسي تا قبل از دايره مي از فصل هشتمو  هفتمو  ششمهاي  فصل  

هاي ويـژه   شوند و سپس تشابه كه آن نيز از بحث باشند، بررسي مي هاي هندسه مي ترين مبحث كه يكي از كاربرديمعروف و مساحت 
  ها با شرط اگر و فقط اگر است.  هاي مهم اين كتاب توجه خاص به قضيه هندسه اقليدسي است مطرح شده است. يكي از ويژگي

رست است اثبات شود و در صورت نادرست بودن با مثال نقض رد شـود. بـه   بنابراين سعي شده است عكس هر قضيه در صورتي كه د  
  ها قبلاً مطرح نشده است.  تر مورد توجه بوده است يا عكس آن ها كم آن  هايي در كتاب وجود دارند كه اثبات عكس همين دليل قضيه

  رو خواهيد شد.  ها روبه الزاويه با تعدادي از اين قضيه در مثلث قائم  
  



ها در ارتبـاط بـا    و چندضلعي  چه در مورد دايره وابستگي نزديكي با هم دارند، در واقع آن ام دوازدهو  ام يازده، دهم، نهمهاي  فصل  
هـاي   انـد. بنـابراين فرمـول    طـور مشـروح بررسـي شـده     ها بـه  شوند و به ويژه رابطه بين مثلثات و هندسه در اين فصل دايره مطرح مي

هـاي   ها از بخـش  ها و فرمول هرون و كاربردهاي آن ها و كسينوس تر از همه دو قضيه سينوس و دايره و مهمهاي طولي در مثلث  رابطه
  ها هستند. مهم اين فصل

قابل رسـم نبـودن چهـار     ،هاي مهم هاي ارايه شده در ترسيم علاوه بر روش ،هاي هندسي است كه شامل ترسيم ام دوازدهدر فصل   
  شوند.  ر تاريخي اهميت دارند بررسي ميمسأله ترسيمي معروف كه از نظ

  

هـا شـامل دو    هاي اين كتاب هستند، اين فصـل  ترين فصل مهم ام پانزدهو  ام چهاردهو  ام سيزدهفصل سه ها،  شايد از نظر اهميت فصل  
 .د توجه بوده اسـت سال عمر هندسه مور 2000تر در طول  باشند، دو موضوعي كه كم موضوع جديد در هندسه يعني تبديلات و تقارن مي

  باشد.   ها مي هاي كامپيوتري اين موضوع مورد توجه بسياري از رياضي دان ها و تقارن در برنامه با گسترش كامپيوتر و به دليل كاربرد تبديل
هـا و اسـتانداردهاي رياضـيات     اي تبديل شـده اسـت. يكـي از اصـل     هاي مدرسه ها به يك موضوع اساسي در برنامه امروزه تبديل  

هاي ششم تا هشتم بايد بتوانند، اندازه، موقعيت  آموزان در كلاس شود، اين است كه همه دانش توصيه مي NCTMاي كه توسط  مدرسه
توصيف كنند. به همين دليل در اين كتاب كه قسمت زيادي را نيـز   انتقالو  دوران، بازتابهايي مانند  ها را تحت تبديل و جهت شكل

تـر مـورد    هـا كـم   اند. روش بيان شده در ارايه تبديل  طور مشروح مورد بررسي قرار گرفته هندسي و تقارن به هاي شود، تبديل شامل مي
  شويم.  تري آشنا مي هاي جديد فصل با مفهوم سهتوجه بوده است. بنابراين در اين 

ي متوسـطه  هـا  دورههاي درسي دنيـا در   اكثر برنامهگرهاي هندسه در  هاي مهم هندسه هستند كه به آموزش فصل از مبحث سهاين   
  د.نكن اي در حال حاضر ايفا مي يك نقش اساسي را در آموزش هندسه مدرسه ها مفهومد. اين نشو توصيه مي

هـاي   اما شامل قضيه ،ها برخوردار است اين فصل در راستاي ساختن هندسه نيست هاي متفاوتي با ساير فصل م از ويژگيا هشانزدفصل 
در ايـن فصـل بـا روش    شوند.  هاي هندسه نيز محسوب مي از زيبايي ،ها دهاي بعضي از آنمشهوري از هندسه است كه علاوه بر كاربر

از  اسـتاد حسـين غيـور   همراه با شرح حال مختصري از ايشان و  ،بيان شده است ادهزدكتر كرماثبات زيبايي از قضيه مورلي كه توسط 
  شويم. هندسه آشنا ميويژه  بهپيشكسوتان رياضي و 

  

كه طريقه ساختن هندسـه را طـي سلسـله     ،هاي آموزشي است ارايه يك كتاب مرجع با رعايت همه مرحلهترين هدف،  لياين كه اصسخن آخر   
توانيم با هزاران  هاي مختلف مي امروزه با مراجعه به سايت .ضروري است ها با اين ويژگيهايي  بكتاچنين كند و وجود  ميمراتب منطقي آن دنبال 

هـاي حـل    چنـين روش  ها و هم هاي بيان آن هندسي و روش هاي مفهومشود، اين  رو شويم، پس در اين مورد نيازي احساس نمي وبهمسأله هندسه ر
  ها نياز داريم. و كاربردي در هندسه است كه امروزه به آن جديدهاي  مسأله و سير منطقي هندسه و ارايه مفهوم

هـا   هـا و فعاليـت   اين پرسشها مرتباً مطرح شوند،  ها و مثال هاي اثبات قضيه تعدد در مرحلههاي م هاي مختلف و پرسش سعي شده است كه فعاليت
  د. نباش مي ها در امر آموزش و درك مفهومكمكي 

كه امكـان چـاپ ايـن كتـاب را فـراهم كردنـد، تشـكر و         دانم از جناب آقاي يحيي دهقاني مدير مسئول محترم انتشارات مبتكران در پايان لازم مي
كه بـا تـلاش فـراوان     فيروزه مراديخانم كنم. از  هاي لازم را انجام دادند تشكر مي جناب آقاي خدايار مبين كه هماهنگيچنين از  قدرداني كنم. هم
ها با زحمت فـراوان برعهـده داشـتند و نيـز خـانم       شكل فرد كه رسم سمانه ايمانها رضيه صفريان و  آرائي كتاب را كشيدند و خانم زحمت صفحه
  ها آرزوي موفقيت روزافزون دارم. كه طراحي جلد كتاب را انجام دادند، سپاسگزارم و براي آن فرد سمانه ايمان

  محمود نصيري        
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  مقدمه تاريخي
  جدیدجدیدهای های   تا هندسهتا هندسه  گذشتهگذشتههندسه از هندسه از 

  

هندسه يك ابداع يونانيان اسـت كـه بـدون آن    
  علوم مدرن غيرممكن است.

  »برتراند راسل«  
  

  تمام علم چيزي جز تصحيح تفكر روزمره نيست.       
  

  »انيشتينآلبرت «       
  
  

  ریاضیات یونان پیش از اقلیدس
هاي گلي پختـه بـه    ها و لوحه ها رياضيات خود را روي پاپيروس اند. مصريان باستان و بابلي محترم داشته ها در ابداع هندسه را ها حق مصري يوناني

هـا    د و اقليم خشك اين مناطق به حفظ و نگهداري اين مدارك كمك كرده و اكنون به دست ما رسيده است. در اين يافتـه دنخوبي مكتوب كرده بو
  شود. شاهده ميم نيز مداركي از تأثير رياضيات هندي

  اند. مانند حل مسايل بهره مركب مهارت داشته ،و حتي در سطح ابتدايي جبر ،ها در محاسبات عددي ها و بابلي مصري  
هـا   ها و بابلي شوند. مصري  يبرداران ماهر ها نقشه ود تا مصريهاي كشاورزي باعث شده ب طغيان ساليانه رود نيل و به طبع آن محو شدن مرزهاي زمين  
بندي شده و سيستم آبياري گسترده از شواهد ايـن امـر    هاي كشاورزي طبقه هاي چند طبقه بزرگ، زمين اي بودند، اهرام مصر، ساختمان العاده فوق انهندسم

  شه سوم است.اند كه شامل ضرب، توان، ريشه دوم، توان سوم و ري هاي گلي يافته شناسان مدارك زيادي از محاسبات رياضي بر روي لوحه باستان .است
كردنـد. در   ها را از طريق مربـع كامـل حـل مـي     هاي صحيح و مثبت آموخته بودند. و آن هاي درجه دوم را براي ريشه ها روش حل معادله ها و مصري بابلي  

 ـ       را مـي  3ــ  4ــ  5الزاويـه بـا اضـلاع     هـا خـواص مثلـث قـائم     هـا و مصـري   هندسه بابلي اغورث اسـت.  شـناختند كـه حـداقل حالـت خاصـي از قضـيه فيث

)فرمول )( )AB CD BC AD 
  دهد. اند. البته اين فرمول فقط براي مستطيل جواب درست ارايه مي برده را براي محاسبه مساحت چهارضلعي به كار مي 4

مطـرح   براي نخسـتين بـار   ،اند (برخي درست و برخي نادرست) در يونان اي از مفاهيم رياضيات داشته در حالي كه مصريان و بابليان دانش گسترده  
ايـن اتفـاق    بر اساس استدلال بنا شود و نه بر اساس مقايسه و مشاهده. اين مشخص نيسـت كـه چگونـه و چـرا     ها و مفاهيم هندسه بايد شد كه فرمول

انـد بـراي    ل فلسـفي را داشـته  افتاده، اما اين مساله يك تغيير بزرگ در چگونگي تفكر مردم بوده است. مردم يونان پيشـينه بحـث و اسـتدلال در مسـائ    
  گيرانه منطق را وضع كردند. و ارسطو و افلاطون قوانين سخت ها، دانشمنداني چون سقراط ن اي آها و وضع قوانين بر دار بودن اين مباحثه جهت

  درباره رياضيات اوليه در يونان باستان اطلاعات اندكي در دسترس است و نوشتارهاي زيادي باقي نمانده است.  
  اند. تر از بين رفته بيش ،ها و طومارها به دليل تفاوت اقليم يونان با اقليم كويري مصرو بابل زيرا نوشته  
هاي قبل از اقليـدس، افـراد    دان آوري كند. از رياضي شده است كه متون قبل از خود را تا حدودي جمع البته در كتاب اصول اقليدس، وي موفق  

او در مصر تحصيل كرده و اولين فردي بوده است كـه قـوانين    »قبل از ميلاد 624تا  546«است  ها تالس ؤثرترين آنيم. اولين و مشناس اندكي را مي
. (در تمـام  كنيـد  ها را در زير مشاهده مي تعدادي از اين اثبات .است دادهها را در هندسه ارايه  تاولين اثبا او استدلال منطقي را وارد هندسه كرده و

  نهشتي امروزي است.) كه به معني همان انطباق يا هم ،يا تساوي به كار برده شده است  ه برابريها كلم اين جمله
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  های منسوب به تالس قضیه
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  اند. داشته باشند، با هم مساوي اگر دو مثلث دو زاويه و ضلع بين مساوي 3
  دايره قائمه است. زاويه محاطي مقابل به نيم 4
              180  

  
  

پس   90 يعنيABC الزاويه است.   قائم  
بابليان مطرح شـده  ها توسط  شناخته شده بودند و بعضي از آن ها مفهومتقريباً تمام اين 

هـا در   ها براي اولين بار به تالس رسيد. هرچند كـه ايـن اثبـات    بود، اما اعتبار اثبات آن
امـا ايـن    ،رسـيد  هايي كه اقليدس ارايه داد بسيار ساده و ابتدايي به نظر مي مقابل اثبات

 ـ    ،هاي ابتدايي اثبات يش سنگ بناي اين تفكر بودند كه رياضيات را بايد بـا اثبـات بـه پ
  گيري و يا به عنوان يك باور عقيدتي مطرح نمود. برد، نه با مشاهده مستقيم و اندازه

احتمالاً مطالب نوشته شده توسط تالس را مطالعه كرده بود. او به » قبل از ميلاد 500ـ  Samos» «570«از شهر ساموس » Pythagoras«فيثاغورث   
ها  هاي يونان در جنوب ايتاليا بوده است كه اين جامعه مخفي در سرزمين  گذار جامعه بود. او پايههم ديدن كرده  ،مصر مسافرت كرده و گويا از هند

كجا وكي و توسـط چـه    كه بيان اينبه همين دليل  ،به نام اين جامعه تمام شده است ،هاي اين مردمان اند. تمام كشف سال پابرجا بوده 200تا حدود 
اي كه از او نقل شده است كـه   داده است، به گونه آميزي به اعداد مي كن است. فيثاغورث اهميت ويژه و اسرارتقريباً غير مم ،كسي انجام شده است

اين مهم باعث افزايش توجه به مطالعه بر روي علم اعداد شد، كه موجب دستاوردهاي قابـل تقـديري در   » ها با عدد قابل توجيه است. پديدههمه «
هـاي درونـي    موازي، محاسبه جمع زاويه هاي هاي خط اي انجام داد. ويژگي رديد. وي در هندسه نيز خدمات ارزندهرياضيات به ويژه نظريه اعداد گ

  مثلث و صد البته، قضيه فيثاغورث.
  

د صحيح صورت يك كسر با دو عد باشد، عددي را گنگ گوييم كه نتوان آن را به اصم يا گنگ مي عددهاي ترين كشف فيثاغورثيان، اثبات وجود  جالب  
هـاي دبيرسـتاني    به همان گونه كه توسط ارسطو ثابت شد در كتـاب  2در صورت و مخرج نوشت كه عدد مخرج مخالف صفر است. اثبات گنگ بودن

p،شود كه امروزي و هر كتاب ديگر نيز معمولاً به همين صورت ثابت مي
q

2  رسيم. به تناقض ميپذيري  استفاده از بخش و بافرض كرده  
  

ثبـات  اهاي فيثاغورثيان (پيروان فيثاغورث) را زير سؤال برد. كشف اعداد گنگ نادرست بودن ايـن ادعـا را    طور اساسي پايه نظريه به 2گنگ بودن  
هـاي   ين كشف در عالم رياضي شد و اعداد گنـگ ديرتـر جـاي خـود را در اسـتدلال     رساني ا مانع اطلاع ،كرد. سوگند رازداري طرفداران فيثاغورث مي

گـان   هـا يكـي از برجسـته    كه به روايتي يكي از اولين شاگردان فيثاغورث كه خود بعـد رياضي باز كرد. گفته شده است كه يكي از طرفداران فيثاغورث 
، در يك سفر دريايي اين راز را براي شخصي افشـا كـرده اسـت و هنگـامي كـه دريـا       بوده است (Hippasus)هيپاسوس ه شده به نام تفيثاغورثيان شناخ

  اند در حمام به قتل رسيده است.   اند كه همكار او وي را به دريا پرت كرده است و برخي گفته طوفاني شده در دريا غرق شده است. برخي گفته
  

ايـن فـرد چگونـه     ،كـه اسـت  چه مهم است اين  چندان مهم نباشد، آن  اما شايد اين گفته  
را به تناقض بكشاند، زيرا در آن زمان هنوز اعداد گنگ شناخته  2توانسته است گويا بودن

توانسـته بـه كـار بـرده      شده نبوده و روشي را كه در بالا به آن اشاره شد به احتمال زياد نمي
سر يك ميز نهاري كه در خدمت  زاده كرماستاد عزيز دكتر باشد. اين پرسشي است كه با 

  كنيد. ايشان بودم مطرح كردم، ايشان پاسخ جالبي را بيان كردند، كه در زير مشاهده مي
اثبـات را   ،قضيه زيردر واقع  ،هاي هندسي استوار است روش اثباتي كه براساس خود مفهوم  

  كند. آشكار مي

»تالس«

»فيثاغورس«

)1(  
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  هاي گويا وجود ندارد.  هاي با اندازه ضلعالساقيني با  الزاويه متساوي هيچ مثلث قائم 

aالساقين، الزاويه متساوي هاي اين مثلث قائم هاي ضلع فرض كنيم اندازه 
b
،a

b
cو 

d
 a،b،c(كـه  

هـا بـه    ترين مضرب مشترك مخرج د. با ضرب اين سه كسر در كوچكنباشاعداد طبيعي هستند)  dو
تـرين   الساقيني كه اندازه وتر آن كوچك الزاويه متساوي رسيم. فرض كنيم مثلث قائم سه عدد صحيح مي

r ،,tهـاي آن  هـاي ضـلع   ترين وجود دارد) انـدازه  اين كوچك(توجه داشته باشيم كه باشد  r   باشـند
t، بنـابر قضـيه فيثـاغورث   اند عددهاي صحيح و مثبت rو tكه r2  ABCرا . ايـن مثلـث  22
الساقين است  الزاويه متساوي قائمهاي  ترين اندازه وتر اين مثلث چككو tبنابراين عدد صحيح ناميم. مي

  .هستندهاي آن صحيح و مثبت  كه اندازه همه ضلع
  

  AH ا توجه به قضيه چهارم تالس كه بيـان  كنيم، ب ارتفاع وارد بر وتر اين مثلث را رسم مي
tAHنتيجــهقطــر دايــره و در   BCكــرديم،  الزاويــه  هــاي قــائم  . در نتيجــه مثلــث 2

tهـاي  هاي به اندازه با ضلع AHCو ABHالساقين متساوي
2،

t
وجـود دارنـد كـه     rو 2

تر  است كوچك tكه برابر ABCعددي صحيح است و از اندازه وتر rاندازه وتر هر كدام 
tزيرا ،است r2 tيا 22 r r 2 2 rدر نتيجه، 2 t ،  و اين متناقض با فرض مسأله اسـت
  ترين است.   وتر آن كوچكاندازه است كه  يالساقين الزاويه متساوي ، مثلث قائمABCكه

هاي زاويـه   الساقيني با ضلع الزاويه متساوي اگر مثلث قائم هاي گويا وجود ندارد، اندازه هاي با ه ضلعلساقين با  الزاويه متساوي در نتيجه مثلث قائم  
  باشد.  گويا نمي 2است، در نتيجه، 2اندازه وتر آن ،در نظر بگيريمرا قائمه با اندازه واحد 

طـور   چنين استدلالي را ممكن است به كار برده باشد، بايد به اين نكته توجه داشـته باشـيم كـه بـه    » هيپاسوس«اين بگذاريم كه  اگر فرض را بر  
  ترين عضو است.   غيرمستقيم از اين ويژگي اعداد طبيعي استفاده كرده است كه هر زيرمجموعه غيرتهي از اعداد طبيعي داراي كوچك

رسـد يكـي از اعضـاي جامعـه      گذاري كنند. به نظـر مـي   مالاً باعث شده است كه هندسه را به صورت منطقي پايهكشف اين مفاهيم منطقي، احت  
هـاي   اولين كسي بوده است كه هندسه را بـا چنـد تعريـف سـاده هماننـد دانـه      » قبل از ميلاد 470ـ   410ـ   Hippocrates«فيثاغورثيان، هيپوكراتس 

  و بسط داده است.هاي منطقي توسعه  زنجيري از استدلال
 ـبه مصر و سپس به جنوب ايتاليا به ديدار فيثاغورث ،كه آكادمي خود را در آتن بنا كند قبل از اين» قبل از ميلاد 428ـ   374«افلاطون    رود.  ان مـي ي

كه بر سر در آكادمي خود  ست،ا . از جانب او نقل شدهستود دان نبود، اما هندسه را به عنوان عرصه جالبي براي تفكر منطقي مي او خود يك رياضي
  خصوص براي فلاسفه و كشورداران. ترين تمرين براي مغز است، به او نوشته كه هندسه ناب» داند وارد نشود هركس هندسه نمي«نوشته بود، 

  مناسب و مفيد وي چنين نوشته است؛ در توصيف آموزش  
كند.... هيچ چيز ديگري چنين تأثيري را بـر آدمـي نـدارد... در تمـام      دار ميكند و روح فلسفه را بي هندسه روان را به سمت حقيقت هدايت مي  

تـر از كسـي بـوده اسـت كـه       اي در يادگيري و درك مطالب سريع طور قابل ملاحظه علوم، تجربه ثابت كرده است كه هركس كه هندسه آموخته، به
  دانسته است. هندسه نمي

به زبان رياضي نوشته  تهمچنين گاليله اعتقاد داشت كه كتاب طبيع ،عماي جهان در عدد و در شكل استمانند فيثاغورث، افلاطون هم معتقد بود كه م  
تواند طبيعت را  ها را نفهمد، نمي مثلث، مربع، دايره و . . . و هر كس اين زبان و شكلمانند  ،هاي به كار برده شده در آن هندسي هستند شده است و شكل

  اي ضروري براي مطالعه فلسفه است. رو مطالعه هندسه مقدمه و از اين ،برد وردگار همواره قواعد هندسي را به كار ميپر افلاطونبه نظر  بشناسد.
خـط كـاملاً راسـت و دايـره كـاملاً       است كـه بعدها افلاطون هندسه را علمي كه از ازل تا به ابد وجود داشته توصيف كرده است. او بيان كرده   
نقـص   گيرد كه بايد عالم ديگري وجود داشته باشد كه در آن همه چيز كامل و بـي  ي ندارد. بر اين اساس او نتيجه ميوجود خارج ،عيب و نقص بي

)3(  

)2(  
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نقص است و هندسه مطالعه اين عالم  زيسته است. واقعيت زندگي روزمره پژواك حقيقي از اين عالم بي باشدكه روح ما قبل از تولد در آن عالم مي
  باشد. ن ميآل است كه ساكن ذه ايده
كـه ايـن دو    ،كند شود، و ذهن را براي فراگيري عدالت و نيكي آماده مي مطالعه هندسه جرياني است كه باعث بيداري اين مهارت و دانش فطري مي  

 وئل كانـت اما نسنگ بناي فلسفه  ،سال بعد نقش هندسه به عنوان يك محصول فطري ذهن انسان 2000باشد. بيش از  هدف غايي فلسفه افلاطون مي
  بر آن قرار گرفت.

 باتوجه به مشكلاتي كه تعريف، نقطه، خط و غيره براي فيثاغورث پيش آورده بود، افلاطون براي واضح شدن مفاهيم اساسي اقدام كرد. تعدادي  
تـرين روش مـنظم بـراي     يميهاي وي بعداً توسط اقليدس در كتاب اصول آورده شده است. قد هاي افلاطون و احتمالاً يكي دوتا از اصل از تعريف

nهاي شود. وي نشان داد طول دهند به وي نسبت داده مي الزاويه تشكيل مي ها كه يك مثلث قائم اي از طول تعيين دنباله 2 1 ،n2 ،n 2 چنين  1
)دهند. مثلثي را تشكيل مي )n 1  

  Euclid   اقليدس
دانـيم، اقليـدس شـاگرد مكتـب      نامند. در مورد زندگي خود اقليـدس چيـز زيـادي نمـي     دوران فيثاغورث و اقليدس را دوران طلايي هندسه مي  

  افلاطون بوده است.
كرده است. كتاب اصول سـيزده   ن زندگي ميترين نويسنده علمي است كه تاكنو هاي يونان و شايد موفق دان اقليدس يكي از مشهورترين رياضي  

هندسه را از كتاب اقليدس ياد گرفتـه اسـت. و    ،سال هر دانش آموخته رياضي 2000تر از  او در باب هندسه و نظريه اعداد است. براي بيش جلدي
  كرده است. به عنوان الگويي براي برهان منطقي عمل مي» مباني«ها،  در تمام اين زمان

  گيرد. قدر از هندسه موجود در كتاب مباني (اصول) از زمان اقليدس ريشه مي داند كه چه امروز نمي كس تا به هيچ  
  گردآوري كرده است. ،هاي جلوتر را با نگارش اين شاهكار، اقليدس تجربه و كارهاي پيشينيان خود در قرن  
كه » Eudoxus» «اودكسوس«به گمان، مربوط به را ين نظريات آن تر هاي قبل از آن باشد و بخشي از مهم بخشي از آن ممكن است بر پايه كتاب  

  دانند. كرده، مي مي  حدوداً در همان زمان زندگي
  

هايي كه از ابتدا تا حال براي ما موجود بوده است، مباني اولين كتابي است كه هندسه را به صورت مرتب و مـنظم   در هر صورت، از تمام كتاب  
  دهد. ها با برهان منطقي ارايه مي هاي ساده و بنا كردن هندسه روي آن و روند منطقي با شروع فرض

اين همواره يك روش اساسي در رياضي بوده است. منطق همان نقشي را در رياضي دارد كه آزمـايش در فيزيـك. در رياضـي و فيزيـك شـما        
آزمايشگاه برويـد و آن را آزمـايش كنيـد و در رياضـي بهتـر      در فيزيك بهتر است به  ،كنيد درست است اي برسيد كه فكر مي ممكن است به نظريه

چه ما امروزه  آن برسيد. روش اصل موضوعي كه اقليدس به كار برد، الگويي است براي آن اييد و سعي كنيد به برهاني برتر فكر كن است شما بيش
   درستي احكام لازم نيست، تنها بايد مراقـب اسـتدلال   هيچ تجربه عيني براي تحقيق .است» محضانديشه «ناميم. محض به معني  رياضي محض مي

  ها باشيم. در اثبات قضيه
تعريف كـرد. يـا خـط    » چيزي كه هيچ جزء ندارد«را » نقطه«هاي هندسه را تعريف كند. مثلاً  اقليدس نهايت سعي خود را به كار برد تا اصطلاح  

  كه بر خود هستند قرار داشته باشد. به همين ترتيب صفحه را تعريف كرد. خطي كه به نحوي هموار بر نقاطي ،مستقيم را چنين تعريف كرد
  ها داشته باشيم. ها بايد قبلاً تصوري از هريك از آن توانند كارساز باشند. زيرا براي فهميدن آن ها نمي دانيم اين تعريف اما چنانچه امروزه مي  
ها بيان كرده باشد پذيرفته است؛ مانند، بين بودن (بينيت در اصطلاح  ولي در مورد آنكه اص هايي را بدون آن چنين اقليدس اصطلاح يا عبارت هم  

هـاي هندسـي    كه مفهوم حركت را در هندسه تعريف كند، انطباق چنين بدون آن ها زياد استفاده كرده است. هم امروزي) يا طرفين يك خط كه از آن
هـا   ها را بدون اثبات به كار برده است. اما با همه اين نقـص  ها، تعدادي از قضيه ي از اثباتچنين او در بعض را به كمك حركت اثبات كرده است. هم

ها كاملاً طبيعـي   اين نقص ،ترين اثر علمي بوده است و در بيش از دو هزار سال قبل توان گفت كه اين اثر درمدت دو هزار سال بزرگ به جرأت مي
موضـوعه داراي   هـاي  اصـل را بر اساس پنج اصل موضوع و چند اصل متعارف بنا نهاد. چون از نظر تـاريخي ايـن    ي خود اند. اقليدس،هندسه بوده

  كنيم. ها را مرور مي باشند، آن اهميت مي
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  گذرد. ي متمايز، يك خط مي از هر دو نقطه 1
  .خط معلومي امتداد داد ي پاره توان از هريك از دو طرف، به اندازه خط را مي هر پاره 2
اي از نگـره    شود ايـن اصـل نتيجـه    ها در رياضي به كار برده مي توان يك دايره رسم كرد. امروزه كه زبان مجموعه به هر مركز و هر شعاعي مي 3

  ؛كند ها است كه بيان مي مجموعه
  به فاصله معلومي باشند. oاز صفحه است كه از يك نقطه ثابت Mهايي مانند دايره مجموعه نقطه

  ديگر برابرند. هاي قائمه با يك همه زاويه 4
(امـروزه در   .هاي قائمه است كه در اساس، مساوي بودن اندازه زاويه ،كند ديگر بيان مي هاي قائمه را با يك نهشتي يا انطباق همه زاويه هم ،اين جمله

يـا دو زاويـه متمـايز     انـد،  اندازه هم ،خط متمايز است. دو پاره» هماني«داريم. تساوي در هندسه به معني هاي هندسي چيزي به معني تساوي ن شكل
  گاه مساوي نيستند.) ، هيچاند نهشت هم ،اندازه هم
اگر خطي راست دو خط راست ديگر را قطع كند و دو زاويه داخلي كه در يـك طـرف ايـن     5

نهايـت امتـداد يابنـد، در     گاه اگر اين دو خط تا بي ه باشند آنتر از زاويه قائم آيند، كم خط پديد مي
ايـن اصـل كـه بـه اصـل       كننـد.  ديگر را قطع مي تر از قائمه هستند يك كه اين دو زاويه، كمطرفي 

ترين مسايلي بوده اسـت كـه در حـدود دو هـزار سـال عـده        يكي از جاذب ،توازي معروف است
ديگر برآمدند. در اين ميـان از خيـام و    هاي اصلن از روي ها در صدد اثبات آ دان زيادي از رياضي

  رو شد. ها با شكست روبه توان نام برد. اما همه اين تلاش خواجه نصير طوسي نيز مي
اند همواره چهار اصـل   ها به بررسي هندسه اقليدسي پرداخته دان در هر دوره از تاريخ كه رياضي  

رار گرفته است، اما اصل پنجم تا قرن نـوزدهم همـواره   ها ق اول اقليدس به سادگي مورد پذيرش آن
  هاي نااقليدسي گرديد. و همين شك و ترديدها بود كه منجر به كشف هندسه ،مورد شك بوده است

  هاي جديد دوران هندسه
سال قبل تغيير چنـداني در   200د كنيم كه تا حدو ها مطالبي را بيان خواهيم كرد. فقط اين را بيان مي در مورد پيدايش اين هندسه پنجمدر فصل   

 ،، هندسه اقليدسي را تضعيف نكردهاي نااقليدسي هندسهاما بعد از آن انقلابي ديگر در هندسه به وجود آمد. نه تنها كشف اين  ،هندسه رخ نداد
بـه آن وارد بـود برطـرف شـود. اولـين       عدبه بتر منظم شود و تمام ايرادهايي را كه از زمان اقليدس  بلكه باعث شد تا هندسه اقليدسي به طور دقيق

در هاي بزرگ ربـع اول قـرن بيسـتم     دان يكي از رياضي» David Hilbert« ديويد هيلبرتكاري كه در اين زمينه صورت گرفت كارهايي است كه 
و سه طرح تحقيقاتي به كنگـره  بيست  1900داويد هيلبرت، استاد دانشگاه گوتينگن، در سال  منتشر كرد. 1899در سال » اش مباني هندسه«كتاب 
هاي جبري شهرت يافته بود و كتـاب مشـهور خـود را دربـاره      دانان در پاريس ارايه داد. درآن زمان هيلبرت به خاطر كارهايش بر روي فرم رياضي

  مباني هندسه يا بنيادهاي هندسه نوشته بود. 
اسـت تحليـل كـرد و     كه هندسه اقليدسـي بـر آن اسـتوار   هايي را  هيلبرت در كتاب خود اصل

توضيح داد كه چگونه تحقيقات جديد مبتني بر بديهيات، توانسته است از دستاوردهاي يونانيان 
هاي گذشته  كوشيد روند پژوهش رياضي دهه 1900به خود در سال  فراتر رود. هيلبرت در خطا

هاي او، درك  اي از طرح را دريابد و خطوط اصلي كار خلاق آتي را ترسيم كند. با ارايه خلاصه
نـد سـاله را در   او بدعت دو هـزار و چ  شود. بهتري از معناي رياضيات قرن نوزدهم حاصل مي

  د.شكن مورد هندسه مي
  

بـه بيـان ديگـر چـون      ،بگويـد  هگفته؛ آدمي بايد هميشه به جاي نقطه، خط و صفحه بتواند ميز، صندلي، ليوان و غير از او نقل شده است كه مي  
توانيـد   بنابراين مي ،روند ها به كار مي ها و استدلال در اثبات ها اصلهايي نيستند كه توسط  هاي نقطه، خط و صفحه غير از ويژگي يك از ويژگي هيچ

  خواهد بناميد. هندسي را به هر نامي كه دلتان مي ياين اشيا

 »اقليدس«

  »هيلبرت«
 1862ـ 1943



  
  

  مباني هندسه  14 
  

  شوند: هندسه هيلبرت به پنج گروه تقسيم مي هاي اصل  
  

  نهشتي هماصل  3  يا بينيت اصل ميان بود 2  وقوع هاي اصل 1  
  اصل توازي 5  اصل پيوستگي 4  

  

كنـد. ايـن روش بيـان     را بيـان مـي   هـايي  اصـل گيرد و براي آنها  در نظر مي» تعريف نشده«را  انطباقو  بينيت، صفحه، خط، نقطههيلبرت،   
  ي ديگري در ارايه هندسه مطرح گرديد.ها شود. به مدت كوتاهي بعد از آن، روش هندسه، مشكل است و براي سطح مقدماتي توصيه نمي

را براي هندسه مطـرح كـرد كـه     هايي اصلدان آمريكايي  ، رياضي(1844-1944)، (George D.Birkhoff) جرج ديويد بيركهف 1932در سال   
مهـم در هندسـه    هيلبرت و اقليدس متفاوت است. اين عمل او يـك روش جديـد بـراي هندسـه مقـدماتي و خبـري       هاي اصلها با  تعدادي از آن

  دبيرستاني بود.
اي را در تعريـف مفـاهيم بينيـت و     با استفاده از اعداد حقيقي، روش بسيار سـاده  بيركهف  

  نامند. مي روش متريكهندسه را  ارايه دليل اين روش همين دهد. به قابليت انطباق ارايه مي
رياضـي آمريكـا    در مجلـه ماهنامـه انجمـن    سـاندرزمكلين ، 1959بعد از بيركهف، در سـال  

تـر الهـام    هـا بـيش   هايي را در مورد هندسه اقليدسي ارايه داد. اين مجموعه اصل مجموعه اصل
هايي مربوط بـه   هاي بيركهف است با تغييراتي در اصل جداپذيري صفحه و اصل گرفته از اصل
  چنين به كاربردن اصلي به نام اصل تشابه است.   زاويه و هم

  
  ايم.   طور كامل بيان كرده ها را به هاي ارايه شده در مورد هندسه اقليدسي، در انتهاي فصل سوم، اين اصل صلبراي آشنايي با تمام ا  

چنـدان موردتوجـه قـرار     1950هاي بيركهف تـا سـال    اصل .شدمختلف  هاي مقطعروش ارايه شده توسط بيركهف مبنايي براي نوشتن هندسه در 
 .دانان و دانشمنداني از اتحاد جماهير شوروي سابق نيز بودند كه متشكل از رياضي به وجود آمددر آمريكا  گروهي 1958سال كه در  تا اين ،نگرفتند

  كردند. گذاري پايه »NSF »National Science Faundation ،به نامرا بنيادي  ،اين گروه
  

   ست.ي آموزشي همگاني رياضي در سطح مدارس بوده ا برقراري يك برنامه ،NSFاولين اقدام   
   »SMSG« (School Mathematics Study Group)  
جديدي را براي هندسه اقليدسي تدوين و ارايه كند. بـا وجـودي كـه     هاي اصل همجموع SMSGانجام چنين عملي فرصتي را فراهم ساخت تا   

ع در ارايه شده قوياً پذيرفته شد و به طور وسـي  هاي اصلتر  مورد انتقاد و سرانجام كنار گذاشته شد، اما بيش SMSGخيلي از مواد ارايه شده توسط 
آمـوزان   ارايه شـده بـراي دانـش    هاي اصلاميدوار بود كه  SMSGهاي درسي فراواني بر اساس آن نوشته شد.  و كتاب ها ادامه يافت مدارس و كالج

  قابل درك و استفاده باشد.
  

  .صفحهو  خط، نقطهاند از:  عبارت SMSGكلمات تعريف نشده در   
هـاي تعريـف    كننـد كـه واژه   ي را بازي مـي شها همان نق باشند، اگرچه آن همواره با چند واژه ديگر به صورت تعريف نشده نمي» شامل«ي  اژهو  

  اند. نشده به وسيله هيلبرت به كار برده شده
اند. بيست و دو اصل در مجموعه  هنيز حفظ شد SMSG هاي اصلهيلبرت و بيركهف هستند، در  هاي لبه همان صورتي كه در اص ها لاجزاء اص  
  هاي زير تقسيم شوند؛ توانند به دسته مي SMSG هاي اصل

  

انـدازه   هـاي  اصـل هـاي فضـا ـ اصـل جداپـذيري ـ       درباره اندازه طولي ـ اصل مربوط به رابطه  هاي اصلوقوع ـ  هاي اصل
  و حجم.نهشتي يا انطباق ـ اصل توازي و اصل درباره اندازه سطح  اي ـ اصل هم زاويه

 »بيركهف«
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به طور منسجم  ها لكه هرگز اين اص گذاري هندسه و اين در پايه ها لبه دليل اهميت اين اص  
در ها را همـراه بـا توضـيحي در مـورد هريـك،       آن ،اند در كشور ما به طور رسمي مطرح نشده

  .خواهيم كرد مرورفصل سوم 
» Edwin E , Moise«بـود   يزئادويـن مـو  فعاليت زيادي داشت  SMSGيكي از افرادي كه در 

  .1918ـ  1998
  

رئـيس انجمـن رياضـي آمريكـا      1968و  1967هاي  استاد ممتاز دانشگاه ميشيگان بود و سپس به هاروارد رفت و در سال 1960تا  1947او از سال   
ارايـه شـده در    هـاي  اصـل براسـاس  توسط موئيز نوشته شد. او اولين كتاب هندسه دبيرستاني به سبك جديد و  SMSG هاي اصلنويس  بود. اولين پيش

SMSG  را به كمك دانز»Downs « نوشت (ترجمـه فارسـي ايـن كتـاب نيـز وجـود دارد). همچنـين او كتـاب مبـاني           1964كه معلم كالج بود در سال
ز كـار خـود را در توپولـوژي    اي به نام هندسه مقدماتي به روش پيشرفته نيز نوشت، كه قسمتي از ترجمه فارسي اين كتاب نيز وجود دارد. مـوئي  هندسه

  توان موئيز را يكي از پيشگامان هندسه به سبك نوين دانست. ادامه داد و چندين كتاب در مورد توپولوژي پيشرفته نوشته است. درواقع مي
اي  ت مدرسـه هاي مربوط به پروژه رياضيا هايي كه در مورد هندسه اقليدسي مطرح شده است، اصل ترين اصل شاخص SMSGهاي  پس از اصل  

  ها با تأكيد بر روي هندسه تبديلاتي است.  ارايه شده است. اين اصل 1990است. كه در سال  (UCSMP)دانشگاه شيكاگو 
اصـل  هـا   از آنكنـد، يكـي    ها جلب نظـر مـي   دارد. دو اصل چشمگير در اين دسته اصل SMSGهاي  شباهت زيادي به اصل UCSMPهاي  اصل  

  رود.  هاي امروزي به كار مي اي اكثر كتاب هاي مقدماتي و مدرسه در هندسههاي متبادل است كه  زاويه
تـر از اصـل تـوازي     تـر و كـاربردي   تر قابل فهم هاي ابتدايي آموزان به ويژه در مقطع براي دانش ،رود اين اصل كه به جاي اصل توازي به كار مي  

  هاي آموزشي به نظر مفيد است.   خوشايند نباشد، اما از نظر توصيه است. هر چند كه براي يك آموزشگر واقعي هندسه ممكن است چندان
  شود.   هاي متناظر (متبادل) شناخته مي نام اصل زاويه اين اصل به  
قطـع كـرده    Bو Aرا در دو نقطـه  rخـط  ،در يك صـفحه  nو mفرض كنيم دو خط 

  )؛4باشند، مطابق شكل (
m||اگر 1 n گاه  آنm A m B  1 mاگر 2  .1 A m B  1 m||گاه آن 1 n.  
بنـابراين در   ،اي اسـت  هاي توصـيه شـده در رياضـيات مدرسـه     چه از نام آن مشخص است در دسته اصل توجه داشته باشيم كه اين اصل چنان  

اصل بازتاب است كه به جاي اصـل ض   UCSMPهاي مطرح شده در  تر اصل هاي اساسي رود. از تفاوت هاي مباني هندسه معمولاً به كار نمي كتاب
تر بررسـي خـواهيم    هاي هندسي اصل بازتاب را به طور دقيق شده است. در فصل تبديلو اصل هيلبرت بيان  SMSGهاي  ـ ز ـ ض در دسته اصل 

  كنيم.  كرد و معادل بودن آن را با اصل ض ـ ز ـ ض ثابت مي
ريـزان درسـي در    چه در سطح مقدماتي و چه در سطح پيشرفته است، و توسط برنامـه  ،هاي هندسه ترين بخش امروزه تبديلات هندسي يكي از مهم  
كه مورد توجـه   ،باشند ها مي هاي تبديل از كاربرد صفحهشود. مفاهيمي مانند تقارن و فرش كردن  ها توصيه مي ر نقاط دنيا به عنوان مواد درسي مدرسهاكث

در حالـت   كـه در ايـن روش   ،ها است شكل  ها يا همان همنهشتي هاي ديگر تعريف انطباق هاي هندسه تبديلاتي بر هندسه همگاني است. يكي از برتري
طور مختصـر مـرور كـرديم.     روندي از ساختن هندسه از ابتدا تا به امروز را به ،شود. در اين مقدمه تاريخي هاي هندسي تعريف مي كلي براي تمام شكل
  .  به فصل سوم مراجعه كنيد.هاي ارايه شده در مورد ساختار هندسه  تر در مورد اصل براي آشنايي بيش

  

  ها و استانداردها اصل .NCTM   آموزان است. هاي دانش راي رشد استدلال و توجيه مهارتهندسه جايگاهي طبيعي ب
  هیلی در توسعه تفکر هندسی مدل ون

هـاي شخصـي در مـورد     هـا تجربـه   باشـند. آن  آمـوزان مـي   هيلي دو زوج هلندي مربيان و پژوهشگراني در زمينه تفكر دانـش  هيلي و دينا ون پير ون
  آموزان داشتند.  هاي يادگيري هندسه با دانش ها و بدفهمي  دشواري

  انجام شد و برنامه درسي براي هندسه براساس آن طراحي گرديد.   1960هيلي در دهه  تحقيقات بر پايه نظريه ون  
و  NCTMي در آمريكا صورت گرفت كه در تهيه اسـتانداردها  1982تا  1970هاي  هيلي در سال همچنين چندين مطالعه بزرگ در مورد تئوري ون

CCSS   .مورد استفاده قرار گرفت  
  ها داشته باشيم.  ها لازم است اطلاعات كلي در مورد آن كند. قبل از توصيف اين سطح هاي هندسي پيشنهاد مي پنج سطح را در توسعه استدلال ،اين نظريه

m
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)4(  

 »ادوين موئيز«
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    . (رعايت سلسله مراتب)ها را به ترتيب بگذرانند بايد آن آموزان رسند، به اين معني كه دانش نظر مي طور متوالي به ها به كه اين سطح اين :اول
  . اند تر از آن كه وابسته به رشد بيولوژيكي باشند، به تجربه و شيوه آموزش وابسته ها بيش كه آن اين :دوم

  كند.  تر آماده مي هاي پيچيده استدلال در سطح اسآموزان را براس كه دانش ،در يك سطح فعلي است ،اين فعاليت هندسي
  آموزان، در واقع بازدارنده يادگيري است.   هاي بالاتر از سطح دانش رسد كه آموزش و زبان در سطح سرانجام، به نظر مي

  ها صدمه بزند.  تواند به آن هاي دانش محصلين، متناسب نباشد مي كننده است، زيرا اين بدان معني است كه اگر با سطح اين مسأله براي معلمان كمي نگران
  كنيم.  ها را به ترتيب توصيف مي كنون اين سطحا

  دهند.  آموزان اشياء هندسي را براساس ظاهر كلي از روي چند نمونه اوليه تشخيص مي دانش تجسم. يا سطح پايه؛ صفرسطح 
يك ضلع آن خيلي كوچك آموز در اين سطح ممكن است يك مثلث را كه وارونه رسم شده يا دو ضلع آن بسيار بزرگ و  به عنوان مثال، يك دانش

دهد چون شبيه آن است كـه   گويند، او پاسخ مي آموز اول ابتدايي بپرسم چرا به اين شكل مثلث مي رسم شده است را مثلث نداند. اگر از يك دانش
  قبلاً به او گفته شده مثلث است. 

ها، مانند قائمه بـودن   توانند ويژگي اين شكل لث، مربع، اما نميمث ،دهند مانند ها را به عنوان اشياء كلي تشخيص مي آموزان شكل در اين سطح دانش
  الزاويه تشخيص دهند.  ها را در مربع يا مثلث قائم زاويه

  . تجزيه و تحليل يا توصيف. 1سطح 
  توانند توضيح دهند.  ها را نمي نهاي آ ها و ويژگي هاي متقابل بين شكل كنند اما رابطه ها را توصيف مي آموزان اجزاء تشكيل دهنده شكل در اين سطح دانش

هـاي هندسـي    هاي شكل آموزان در اين سطح ويژگي اند. يعني دانش هاي مقابل هم يك اندازه الاضلاع زاويه توانند تشخيص دهند در متوازي مثلاً مي
  برند.  هاي مناسب را به كار مي ها اصطلاح كنند و براي توصيف اين ويژگي را تعريف مي

  بندي كنند.  كه دقيقاً سه ضلع دارند، دسته  ها را بر مبناي ويژگي  تواند مثلث آموز در اين سطح مي ك دانشطور مثال ي به
  گيري غيررسمي . استنتاج غيررسمي. نتيجه2سطح 

  بندي كنند.  هها دست ها را براساس ويژگي د، و آننهاي هندسي را تشخيص ده هاي موجود بين شكل ند رابطهنتوا آموزان مي در اين سطح دانش
ها مربع يـك مسـتطيل اسـت زيـرا      اند. در بين شكل اندازه  هاي مقابل هم اند در نتيجه، زاويه دو موازي هاي مقابل دوبه مثلاً در يك چهارضلعي، ضلع

  هاي مستطيل را دارد.  همه ويژگي
توانند تغيير يابنـد ببيننـد، يـا     د چگونگي ترتيب منطقي را كه ميتوانن آموزان نمي توانند دنبال شوند، اما دانش هاي غيررسمي مي اثبات ،در اين سطح

هـايي كـه انجـام شـده اسـت، چنـدان        هاي مختلف يا ناآشنا ببينند. حتي درك او از اثبات توانند چگونگي شروع ساختن يك اثبات را از فرض نمي
توانـد شـروع    مـي  ،هـاي غيررسـمي   ها اين سطح از استدلال همه اين هاي محدود است. اما با وجود هايي با گام باشد و محدود به اثبات گسترده نمي

  ها باشد.  ها و منطق بين اين رابطه درك استنتاج بين قضيه
  . استنتاج رسمي3سطح 

 هـا و  شـود. رابطـه   هاي هندسي در غالب يك دستگاه اصل موضوعي درك مي گذاري مفهوم اهميت استنتاج به عنوان روشي براي پايه ،در اين سطح
  شوند.  هاي رسمي ديده مي ها و اثبات ها، قضيه ها، تعريف شده ها، اصل هاي بين تعريف نشده قانون

هـاي جديـد    هاي مشابه ارايه دهد و بـراي مسـأله   تواند اثبات كند بلكه مي هاي داده شده را به خوبي درك مي آموز نه تنها اثبات دانش ،در اين سطح
  هايي را بيان كند.  اثبات

  دقت .4سطح 
هاي تركيبي يا متريك در ساختن هندسه و مطالعه انـواع   هاي اصل موضوعي را مقايسه كنند، مثلاً روش توانند دستگاه آموزان در اين سطح مي دانش
با نگـاهي  توانند صورت گيرند. در اين سطح هندسه  هاي موضوعي ويژه خودشان مي هاي نااقليدسي و غيره هر كدام با اصل مانند هندسه ،ها هندسه

  هاي عيني و شهودي. شود، حتي بدون مثال كاملاً محض و با دقت بالا ديده مي
  هيلي تدوين شده است. ون 4و  3هاي  در سطح اين كتاب



  
  
  
  
  
  
  
  

  كنيم:  هاي اصلي كه در اين فصل بررسي مي مفهوم  
 

  ها شده ها و تعریف ساختمان دستگاه اصل موضوعی شامل تعریف نشده
هـای متنـاهی و    هایی از هندسـه  مدلها، هندسه وقوع و  سازگاری و مستقل بودن اصلها،  ها و تعبیرها و مدل و اصل

  ندسه وقوع.هایی در ه و بالاخره بیان قضیه نامتناهی
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  دستگاه اصل موضوعي و هندسه وقوع. 1
  

كنـيم كـه    در قرن حاضر به لطف تـأثير هيلبـرت، مشـاهده مـي    
كنـيم،   ها شروع مـي  ها) كه با آن هاي اثبات نشده (اصل فرض

ها بايد سازگار باشند، اميـدواريم   آناما كاملاً اختياري هستند. 
  ها ما را به چيزهاي جالبي برسانند. آن

        Julian Coolidge 
  

هـاي   شـوند و رابطـه   ناميده مي  ها كه خط اي از نقطه شوند و مجموعه ها ناميده مي هندسه يك دستگاه اصل موضوعي در مورد اشيايي است كه نقطه
  ها است.  ها و خط بين نقطه

  كند. اي را تعريف مي دستگاه اصل موضوعي قوانين حاكم بر هر هندسه  
اصل موضوعي مدرن هندسه، در اساس الهام گرفته از همان روشي است كه اقليدس بيان كرده است، امـا چنـدين روش بـا    ساختار اساسي دستگاه 

هاي اصل موضوعي را مطرح  ترين اين دستگاه ، مهمسومانتهاي فصل هاي زيادي از روش اقليدس دارند. در  اهميت و چشمگير وجود دارند كه تفاوت
باشند بنا كنيم. روش و ساختاري را كه انتخاب  ها مي كه الهام گرفته از اين اصل هايي اصلم مبناي هندسه را براساس خواهي . اكنون ميخواهيم كرد

تـر و دبيرسـتاني    هـاي مقـدماتي   ها در سـطح  آن كار بردن بهكنيم از دو نظر اهميت دارند، هم شامل ساختماني دقيق از هندسه خواهد بود و هم  مي
اي باشـد كـه سـاختار منطقـي      ه اصل موضوعي در دبيرستان به اين دقت نبايد مطرح شود، اما از نظر كلي هم بايد به گونهاست. هر چند كه هندس

  ها در تضاد نباشند.  هاي دقيق آن اما با بيان ،هاي بيان شده هر چند ساده باشند ها و تعريف اي حفظ شده و گزاره هندسه تا اندازه
  

هـاي   ها را به وسيله مثـال  ارتباط ايندهيم.  ها را توضيح مي هاي بين آن ي از اين دستگاه اصل موضوعي و ارتباطهاي مختلف در اين بخش قسمت  
  اي از هندسه نشان خواهيم داد.  شده  اساسي و شناخته

  ساختمان دستگاه اصل موضوعی . 1. 1
  اند از؛ هاي دستگاه اصل موضوعي عبارت ترين قسمت كند. اساسي تصوير روشني از اشياء رياضي را براي ما فراهم مي ،يك دستگاه اصل موضوعي  
  ها اصل 2  ها تعريف نشده 1    
  ها ها و اثبات قضيه 4  ها شده تعريف  3    
  البته به اين ساختار بايد زبان منطق و قوانين اثبات را نيز اضافه كنيم.  

 Undefined terms  ها  تعريف نشده. 1. 1. 1
هـاي،   ماننـد واژه  ،روند و فني كه در هر موضوعي به كار مي اساسيهاي  واژه ،ها هستند ل موضوعي، تعريف نشدهاولين بخش از دستگاه اص  

  و چند واژه ديگر در هندسه.   صفحه، خط، نقطه
تعريـف كـرد. يـا     »چيزي كه هيچ جزيي نداشته باشد«صورت  ها و كلمات را تعريف كند، مثلاً نقطه را به اقليدس سعي كرد كه تمام اين نوع واژه  

  خط مستقيم را چنين تعريف كرد، 
اند. زيرا بايد قبلاً تصوري  اند و نه مفيد هايي، نه واضح واضح است كه چنين تعريف» خطي كه تماماً بر نقاطي كه روي خودش هستند واقع باشد«  

  ها داشته باشيم. از آن
  استفاده كنيم.   ها ها در اثبات تر فلسفي هستند تا اين كه بتوانيم از آن ها بيش اين تعريف  

رو خواهيم شد.  ها روبه ها را بتوانيم تعريف كنيم، زيرا در اين صورت با مشكل دوري بودن در تعريف دانيم كه غير ممكن است كه تمام واژه امروزه مي
تعريف نشـده در نظـر    هاي ديگر هستند ي تعريف واژهمبنايي براها را كه  از آن ياي را تعريف كنيم، تعداد كه سعي كنيم هر واژه بنابراين به جاي آن

  كنيم.   ها تعريف مي گيريم و بقيه را به كمك آن مي
  گيرند. واژه نقطه، خط و صفحه و وقوع (واقع شدن بر) را تعريف نشده در نظر مي چهارهاي اصل موضوعي براي هندسه،  معمولاً در تمام دستگاه  
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كنـيم، خـود    گيرند. حتي وقتي اعداد حقيقي را اصولي بررسي مـي  جموعه و عضويت را تعريف نشده در نظر ميهاي م هاي رياضي واژه در تمام شاخه
  گيريم. كلمه عدد حقيقي را بعضي مواقع تعريف نشده در نظر مي

كنـد و هـر    مـي ها را مشخص  آنكنيم كه ارتباط بين  هايي را بيان مي هاي، نقطه، خط و صفحه را تعريف كنيم، اصل كه واژه بنابراين، به جاي اين  
گيريم، خانه شما در ايـن شـهر بـه عنـوان يـك       كنيم. مثلاً وقتي نقشه يك شهر را در نظر مي مي مشخصها  جا لازم باشد منظورمان را از اين كلمه

  شود.  طه در نظر گرفته ميشود، حال اگر نقشه ايران را در يك صفحه كاغذ در نظر بگيريم، شهر شما به عنوان يك نق نقطه در نظر گرفته مي
  

اي هستيم كـه روي   شويم. اما وقتي در هندسه وقتي در هندسه اقليدسي هستيم خط را مستقيم در نظر گرفته ابتدا و انتهايي براي آن قائل نمي  
است. در اين حالت خط، طولي ها مركز زمين  هايي روي اين كره هستند كه مركز آن شود، منظور از خط، دايره يك كره يا همان كره زمين بحث مي

هـاي   هها اين است كه تعـداد واژ  پذيريم. يك هدف در تعريف نشده ها را تعريف نشده مي دلايلي بر اين هستند كه اين واژه ،ها متناهي دارد. تمام اين
هـاي تعريـف نشـده در ايـن كتـاب       براين واژهها تعريف كنيم. بنا هاي فني ديگر را بتوانيم بر حسب آن تا جايي كه واژه ترين باشند، تعريف نشده كم

  مجموعه و وقوع، صفحه، خط، نقطه اند از؛ عبارت

 Axioms  ها اصل. 1. 1 .2
هاي تعريف نشده و تعريـف   باشند. چگونه ما مطمئن باشيم كه منظور افراد مختلف در مورد جمله ها مي دومين بخش از دستگاه اصل موضوعي اصل

  شده يك چيز است؟ 
دهنـد كـه    هـا توضـيح مـي    كنند، اصـل  هاي تعريف نشده چگونه رفتار مي گويند كه جمله ها به ما مي دهند، آن كليد اين پاسخ را ارايه ميها  اصل  

ا ه ـ نشـده  تعريفهاي كاربردي هستند، زيرا خود  ها تعريف هاي تعريف نشده چگونه باشند. در واقع اصل هار ا به كار ببريم و ارتباط بين واژه چگونه آن
    دهند. هاي تعريف نشده معني واقعي مي ها هستند كه به واژه ها كارايي ندارند. به عبارتي اين اصل بدون اصل

  گوييم. ا نادرست هستند، گزاره ميها و نمادها كه يا درست هستند ي اي از كلمه در رياضي به مجموعه
  ناميم.   پذيريم، اصل مي ياي را كه بدون اثبات م ترين گزاره ترين و اساسي بنابراين، ساده  

  ناميم. پذيريم، اصل مي آن را مي اي را كه بدون اثبات بيان كرده و درستي ترين گزاره ترين و اساسي ساده
ثابـت   اند، هايي كه قبلاً ثابت شده اي را ثابت كنيم، بايد اين گزاره را از روي گزاره  درستي گزاره ،اگر بخواهيم در هندسه يا هر شاخه ديگر رياضي  

هـا   اي وجود ندارد كه به آن استناد كنيم، پس بايد بعضي گزاره ، زيرا قبل از آن گزارهنيستكنيم. بنابراين، در مورد اولين گزاره ديگر اين كار عملي 
  نياز نداشته باشند.هايي هستند كه به هيچ توجيهي  ها، فرض در واقع اصلكنيم.  ها بيان مي ها را به نام اصل را بدون اثبات بپذيريم، كه آن

هـاي خـاص انتخـاب     ها را با توجه بـه ويژگـي   ها اصل دان ها دلخواه است؛ با اين وجود، واقعيت اين است كه رياضي از ديدگاه منطق، انتخاب اصل  
   :شود كه طور مثال وقتي در هندسه اقليدسي هستيم، اصلي به نام اصلِ توازي مطرح مي كنند. به مي

   »توان رسم كرد. فقط يك خط به موازات آن مي ،قع بر يك خطاز هر نقطه غير وا«
شود كـه،   اين اصل مطرح مي ،تر توضيح خواهيم داد، به جاي آن اي مد نظر باشد كه هندسه روي كره الگويي از آن است و بعداً بيش اما وقتي هندسه  
  »  از هر نقطه غير واقع بر يك خط، هيچ خطي موازي آن خط وجود ندارد.«  
  هاي متفاوت اين دو نوع هندسه است.   نتخاب اين دو نوع اصل بنابر ويژگيا  
شود، يكي به عنوان اصل انتخـاب شـود، در واقـع معـادل      ديگري نتيجه ميكدام كه از هر  ،ممكن است دو گزاره ،حتي در خود يك نوع هندسه  

  باشد.  كه اصل قابل اثبات نمي ها در هندسه بسيار اهميت دارد نه اين بودن اصل
شـود. امـا وقتـي در هندسـه مقـدماتي و       اصل توازي به همان صورتي كه در بالا مطـرح شـد بيـان مـي     ،طور مثال، در مباني هندسه اقليدسي به  

قابـل  آمـوزان   برند كـه بـراي دانـش    هاي متناظر (متبادل) را به كار مي هاي هندسه، به جاي اصل توازي، اصل زاويه تر كتاب دبيرستاني هستيم، بيش
  تر است.  تر و كاربردي فهم
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ند. معيارهاي زيـر  امعادل يكديگرگزاره توانيم به كمك آن ثابت كنيم، پس اين دو  ديگري را مي ،اصل انتخاب كنيماگر هر يك از دو گزاره بالا را   
  ها بايد در نظر گرفته شوند،  در انتخاب اصل

   چه که لازم است باشند. آناز تر  های اضافه فرضها نباید شامل  اصل 1
  تر هندسه برسیم.   های جذاب های قبلی به سرعت به قضیه تا اجازه داشته باشیم از مفهوم ،ها باید به اندازه کافی کامل باشند اصل 2
  یا باید به عنوان یک قضیه ثابت شود.  ،صورت یک اصل باشد یا باید به ،بریم هر گزاره هندسی که به کار می 3
  ها را در هندسه باید مد نظر داشته باشیم.   بودن اصل معادل 4
هـاي بعـدي    شوند و در قسمت ها مربوط مي كه به سازگاري و مستقل بودن اصل ،شوند ها مطرح مي هايي از اصل ر در ويژگيت شيب ،ها اين ويژگي  
  كنيم.   ها را بررسي مي آن

گزاره  465ها حدود  ا چند حكم را كه نياز به توجيهي نداشتند پذيرفت و توانست از آناقليدس اين بود كه چند اصل ساده ي كارهايترين  از مهم  
  هاي هندسه اقليدسي است.  و اين از زيباييرا نتيجه بگيريد، 

  ها تعريف. 1. 1. 3
ه يـا نـام لغـوي    تعريف يك توافق حاصل شده بين تمام افرادي است كه مفهومي را مطالعه كرده و به دنبال يافتن يـك واژ  ،در رياضي

  باشند.  براي آن مفهوم مي
ها معني خاصي بـدهيم امـا در عـوض،     هاي روزانه به جمله كنيم در تعريف هاي روزمره هستند. ما سعي نمي هاي رياضي متفاوت از تعريف تعريف  

شـود   هاي چيزي را كه تعريـف مـي   يا ويژگي هاي لازم بعضي مشخصه ،ها باشد، اين تعريف كار بردن در اثبات يك تعريف رياضي بايد مناسب براي به
  ، داشته باشد. اگر و فقط اگرطوري كه ويژگي،  گزيند، به برمي

  كنيم؛ الاضلاع را چنين تعريف مي طور مثال متوازي به

  هاي غيرمجاور آن موازي باشند.  الاضلاع است، اگر و فقط اگر، ضلع  يك چهار ضلعي متوازي
در ابتـدا  هايي به اندازه كافي براي يك چهارضلعي كـه   توانيم ويژگي شوند. برعكس، ما مي لاع از اين تعريف ثابت ميالاض هاي متوازي ساير ويژگي  
  الاضلاع است.   تا بتوانيم ثابت كنيم آن چهار ضلعي متوازي ،بيان كنيماند  دانيم هر دو ضلع غيرمجاور آن موازي نمي
هـا فـرض گرفتـه شـود.      يا بايـد در اصـل   ،دراحتياج به اثبات دا يششي مطرح شود. وجود آن در تعريف رياضي يك شي، نبايد فرض وجود آن   

هـا   كند ثابت كنيد، يا قبلاً در اصل را كه در اين تعريف صدق مي ياما بايد يا وجود ش ،بيان كنيدشي توانيد براي يك  بنابراين شما هر تعريفي را مي
  آن را به عنوان فرض پذيرفته باشيد. 

   گيريم؛ تعريف زير را در نظر مي ،طور مثال به  
  »باشد. 90نامیم، هرگاه اندازه هر زاویه آن برابر را همه قائمه می ثیک مثل«  
اما در هندسه اقليدسي هرگز چنين مثلثي وجود ندارد. پس در هندسه اقليدسي چنين تعريفـي   
تـوانيم ثابـت كنـيم. امـا      رضي مطرح شده و نه وجود آن را مـي ها چنين ف معني است. نه در اصل بي

هـا   گيريم كه مركز آن هايي روي كره در نظر مي ها را دايره همين تعريف در هندسه روي كره كه خط
تـوانيم حتـي وجـود آن را نشـان دهـيم. كـافي اسـت دو         و مـي  ،كند معني پيدا مي ،مركز كره باشد

سـازند در نظـر بگيـريم و     زاويه قائمه با هم مـي  Aگذرند و در مي Aرا كه از قطب 2Cو 1Cدايره
در  ABCسپس ضلع سوم مثلث را روي خط استوا در نظر بگيريم. پس چنين مثلثي وجود دارد.

  دهيم.  تر توضيح مي بيشآن را هاي بعدي  در بخش) چنين مثلثي است. 3شكل (
  

شوند. فرض كنيم بينيت را تعريف كرده باشيم، نقطه و خط و  هاي قبلي ساخته مي شده هاي تعريف نشده و تعريف توسط واژه ،هاي رياضي تعريف  
  ها بيان كنيم.   خط به كمك آن يفي براي پارهخواهيم تعر مي ايم، همجموعه را نيز تعريف نشده در نظر گرفت

خط قسمتي از يك خط است كه به دو نقطه محـدود باشـد. شـايد ايـن      طور شهودي يك پاره به 
صـورت زيـر تعريـف     خـط را بـه   طور دقيق پاره توانيم به اما مي ،تعريف براي شروع هندسه مفيد باشد

دهـيم،   نشان مـي  ABكه آن را با نمادABخط دو نقطه متمايز باشند، پاره Bو Aاگر كنيم؛
ABو نقاطي از خط Bو Aهاي عبارت است از مجموعه نقطه


  باشند.  مي Bو Aكه بين 

)3( 

)4( 

A B
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  استفاده شده است.  بينيتتعريف شده  واژه ومجموعه  و خط، نقطهشده: ناز سه واژه تعريف  ،كنيم كه در اين تعريف مشاهده مي  

  Theorems and Proofs  ها  ها و اثبات قضيه. 1. 1. 4
باشند، چه در دسـتگاه اصـل موضـوعي و حتـي چـه در دسـتگاه        ترين بخش شاخص دستگاه اصل موضوعي مي بزرگ ،ها هاي آن باتها و اث قضيه  

  روند.  غيررسمي به كار مي

  نامند. مي قضيهكنيم  ها را ثابت مي هايي را كه درستي آن گزاره

هـا ثابـت    ها و تعريـف شـده   قضيه و اصل دومين قضيه با به كار بردن اولين شود. ها ثابت مي ها و اصل شده اولين قضيه فقط با به كار بردن تعريف  
  يابد. بنابراين؛ شود و به همين ترتيب ادامه مي مي

  شود.  هاي قبلي ثابت مي ها يا قضيه ها، تعريف كار بردن، قوانين منطق، اصل اي است كه با به در دستگاه اصل موضوعي، يك قضيه، يك گزاره

  كرد.   اي كه اقليدس دنبال مي اطمينان داريم كه كل ساختار قضيه روي دستگاه اصل موضوعي محكم و استوار است، همان ايدهتحت اين شرايط   

  نامند. مي ها را شكل  در هندسه هر مجموعه از نقطه

هـا در هندسـه مسـتقل از     اثبات قضيهها دارند، اما در دستگاه اصولي،  اي نقشي اساسي در اثبات در هندسه مدرسه ،ها دانيم شكل هر چند كه مي 
دهند داريم. در هـر   ها ارايه مي چه شكل كردند. ما نياز به يك بينش و درك قوي از آن ها رسم مي ها را روي شن ها هستند. يونانيان قديم شكل شكل

طـور شـهودي گـامي از     ا ما داريم بهاي برسيم كه در اساس نادرست است، زير صورت تكيه محض بر شكل داراي خطر است و ممكن است به نتيجه
اصول اقليدس كه در اوايل قـرن بيسـتم مطـرح      كه ممكن است از شرايط داده شده در مسأله پيروي نكند. يكي از انتقادهاي به ،پذيريم اثبات را مي

  م.  كني ها است. در مثال زير خطاي ايجاد شده توسط شكل را مشاهده مي شكل  ها به همين وابستگي اثباتشد 
  .الساقين است ثابت كنيد هر مثلث، متساوي .1 مثال      
 mرا رسم كرده خط شامل آن را Aنيمساز زاويه ADمفروض است. ABCپاسـخ.       
  كنيم.   را نيز رسم مي BC، عمودمنصفnچنين خط ناميم، هم مي
  نيز موازي است چرا؟  Aبا ارتفاع رأس mموازي باشند پس خط nو mاگر  

  
ABروي يك خـط باشـند بنـابراين    Aد نيمساز و ارتفاع رأسدر نتيجه باي   AC   چـرا؟
اند، نقطـه تقـاطع    موازي نباشند متقاطع nو mالساقين است. حال اگر متساوي ABCپس
 Fو Eهـاي  كنـيم تـا نقطـه    عمود مي ACو ABهاي بر ضلع Mناميم. از مي Mها را آن

MFمشخص شوند.  ME وMB MC  چرا؟  
  

AMEدر نتيجه   AMF   وMBH MCH   چرا؟ بنابراين؛  
  AF AE وFC EB. ،در نتيجــه    AB AE EB AF FC AC  يعنــي 

AB ACس، مثلث، پABC الساقين است.  متساوي  
  ايم؟  اي گرفته در استدلال بالا چه اشتباهي رخ داده است كه چنين نتيجه 
ناشي از رسم نادرست شكل است.  ،با كمي دقت خواهيم ديد كه اشتباه منطقي در اين بحث  

ك رأس مثلـث و عمودمنصـف   هاي بعدي ثابت خواهيم كرد كه خط شامل نيمسـاز ي ـ  در بخش
كـه ايـن نقطـه     ،برند اي روي دايره محيطي يكديگر را مي ضلع مقابل آن رأس، همواره در نقطه

گذرد چـرا؟ عمودمنصـف ضـلع     مي BCباشد. خط شامل نيمساز از وسط كمان برون مثلث مي
BC نيز از وسط كمانBC 6شكل (گذرد چرا؟  مي(  

هـاي  يكـي درون و ديگـري بـرون مثلـث اسـت. پـس نادرسـتي اسـتدلال از يكـي از رابطـه           Fو Eهاي بنابراين نقطه   AB AE EB  يـا 
 AC AF FC يد كه يكي نادرست است. آ وجود مي به  

)5(  

)6(  
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 interprations and models  ها  تعبیرها و مدل 1. 2

  نكاره)ا(هنري پو    »دهد هاي يكسان مي رياضيات هنري است كه به اشياء مختلف نام«

ها ممكـن اسـت بـه     ين عبارتها به كار برده شوند. بنابرا كه توسط اصل توانند معني پيدا كنند، مگر آن خود به تنهايي نمي ،هاي تعريف نشده واژه  
كننـد. معمـولاً مـدل     تـر مـي   هاي تعريف نشده و شهود را روشن هاي رياضي ارتباط بين واژه ها باشند. مدل هر روشي تعبير شوند، كه سازگار با اصل

)}تحليلي از صفحه اقليدسي مجموعه، , ) | , } 2R x y x y R  صـورت زوج مرتـب   است، كه در آن نقطه بـه( , )x y     از اعـداد حقيقـي تعبيـر
هايي كه در معادله صورت نقطه شود و خط به مي  0ax by c شود. تعبير مي ،كنند صدق ميa،b وc اند كـه  اعدادي حقيقيa وb    بـا هـم

)صفر نيستند. يك نقطه , )x y هرگاه مختصات آن در معادله خط صدق كند.  ،روي خط واقع است  
ها تحـت ايـن    ه همه اصلشرطي ك خواهيم تعبير كنيم، به هاي تعريف نشده را به هر روشي كه مي براي ساختن يك مدل، ما آزاد هستيم كه واژه  

  تعبير برقرار باشند. 
طوري كه تحت  به ،ها معني و مفهومي دهد كه به آن ،ها براي خودشان درست هستند، بلكه نياز به زمينه يا شرايطي داريم گوييم كه اصل ما نمي  

هاي به كار رفتـه   ي آن است به شرطي كه اصلآن شرايط در آن مدل درست يا نادرست باشند. يك مدل براي دستگاه اصل موضوعي، يك تعبير برا
  هايي درست باشند. بنابراين تعريف زير را داريم؛ گزاره ،در اين تعبير جديد

هاي تعريـف نشـده از آن دسـتگاه     اي از اشياء همراه با تعبيرهايي از همه واژه يك مدل براي دستگاه اصل موضوعي، مجموعه  
  هايي درست هستند.  ها گزاره هاي به كار رفته در آن، تمام اصلدر مجموعه تعبير ،طوري كه هستند به

باشند. به عبارت ديگـر   هايي درست در هر مدلي مي خودي خود گزاره ها به شوند، بنابراين قضيه ها نتيجه مي ها به طور منطقي از اصل چون قضيه  
  هايي درباره اين مدل تعبير شوند.  صورت گزاره به شرطي كه به ،اند ها در اين دستگاه درست در هر مدلي از يك دستگاه اصل موضوعي، همه قضيه

  اي هندسه چهار نقطه .2مثال     
بـه معنـي يكـي از     ،نقطـه  عبيـر ) باشـند. فـرض كنـيم، ت   بـر روي ( و وقـوع  نقطـه، خـط، صـفحه   هاي تعريـف نشـده،    فرض كنيم واژه  

اي دقيقاً با سـه نقطـه    به معني مجموعه ،اي دقيقاً از دو نقطه متمايز و تعبير صفحه به معني مجموعه ،باشد و تعبير خط Dو A،B،Cنمادهاي
  دن در مجموعه باشد.باشند، و تعبير وقوع به معني، واقع بودن در مجموعه يا عضو بو ها نقطهخط از اين  غيرهم

  صورت زير باشند.  ها به فرض كنيم اصل
  

  براي هر دو نقطه متمايز دقيقاً يك خط شامل آن دو وجود دارد. 1

 ها وجود دارد.  به ازاي هر سه نقطه متمايز غيرواقع بر يك خط دقيقاً يك صفحه شامل آن 2

 ها در آن صفحه واقع است.  گاه خط شامل آن اگر دو نقطه در يك صفحه واقع باشند، آن 3

  ها يك خط است.  اگر دو صفحه اشتراكي داشته باشند، اشتراك آن 4
  

  اند از؛  خط وجود دارند كه عبارت 6در اين تعبير   
  { , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }A B A C A D B C B D C D چنين در اين تعبيـر چهـار    هم

   صفحه وجود دارند كه عبارتند از؛
          { , , },{ , , },{ , , },{ , , }A B C A B D A C D B C D  
  توانيد تمام چهار اصل بالا را در اين دستگاه تحقيق كنيد.  اكنون به سادگي مي  

  

}در صـفحه  Bو Aشود. مـثلاً دو نقطـه   ) نيز به سادگي تحقيق مي3) به وضوح برقراراند. اصل (2) و (1هاي ( اصل   , , }A B C انـد. پـس    عواق ـ
}خط , }A B  در صفحه{ , , }A B C  .است  
  ) نيز برقرار است. 4اصل (  
        { , , } { , , } { , }A B C A B D A B  
  توان تحقيق كرد كه اشتراك هر دو صفحه يك خط است.  ها نيز مي براي ساير صفحه  

)7(  

A

B
D

C
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كند. ايـن   كه در چهار اصل بالا صدق مي است وقوعو  صفحه، خط، نقطههاي تعريف نشده،  اين يك مدل براي دستگاه اصل موضوعي با واژه  
  است.  هندسه متناهيهندسه دقيقاً شامل چهار نقطه است، بنابراين مثالي از يك 

طه است، بنابراين در شـكل  در اين هندسه هر خط دقيقاً شامل دو نقكه  گمراه كند، توجه داشته باشيم ما رانبايد در اين مثال شكل رسم شده   
يك شكل شماتيك (صـوري) اسـت، بـه    اين شوند. در واقع  هاي دو انتها، نقطه محسوب نمي جز نقطه به ،ها هاي مثلث هاي روي ضلع نقطه ،رسم شده

  . باشد نمي مطور كه انتظار داري دهند و يك شكل واقعي هندسه آن را نشان ميها  نقطههاي بين  اين معني كه فقط رابطه
هرگاه فقط يك نقطه مشترك داشته باشند. در اين بخش دو خط متمايز را موازي گـوييم هرگـاه هـيچ نقطـه      ،دو خط متمايز را متقاطع گوييم  

  صورت زير بيان كنيم؛ مشتركي نداشته باشند. اگر اصل توازي را به

   توان رسم كرد، خط به موازات آن مياز هر نقطه غيرواقع بر يك خط فقط يك 
}فقط يك خط Aكند. مثلاً از نقطه اي در اصل توازي صدق مي مدل هندسه چهار نقطه ،هاي فوق صورت با توجه به تعريف در اين   , }A D  رسم شده است

}كه با خط , }B C دو خط .موازي است و براي هر نقطه ديگر نيز درست است{ , }A B و{ , }B C نقطه ،اند و نقطه اشتراك آن دو متقاطعB  .است  
هاي خوبي بـراي فهميـدن دسـتگاه اصـل موضـوعي       راهنمايي ،ها هاي سخت كارآيي دارند؛ آن تر از مثال بيش ،ها در دستگاه اصل موضوعي مدل  
  شود؛ تند. فراقضيه زير ثابت ميهس

  هاي اين دستگاه نيز در اين مدل درست هستند. گاه همه قضيه هاي يك دستگاه اصل موضوعي در يك مدل درست باشند، آن اگر همه اصل

 Consistency  سازگاری 1. 3

توان ثابت كرد، يـا   كه متناقض يكديگر باشند نمياي را  كند دو گزاره است، كه بيان مي ريسازگا ،هاي مهم دستگاه اصل موضوعي يكي از ويژگي  
  دو اصل متناقض هم در آن وجود ندارد. دستگاه اصل موضوعي زير را در نظر بگيريد؛

  هستند.   خطو  نقطهها،  تعريف نشده  
  گذرد. دو خط متمايز مي همواره از دو نقطه .2اصل   گذرد.  دو نقطه دقيقاً يك خط مي از. 1اصل 

  

كنـيم،   گيري شـروع مـي   ) است. بنابراين، وقتي با يك تناقض اساسي براي يك نتيجه2) متناقض اصل (1فايده است چنانچه اصل ( ياين اساساً ب  
  صورت گوييم اين دستگاه ناسازگار است.  هايي را نتيجه بگيريم، در اين غيرممكن است كه بتوانيم با يك استدلال منطقي قضيه

هـا و   را چنان بيان كنيم كه خودشان متناقض يكـديگر نباشـند، ايـن در مـورد اصـل      ها بايد اصل ،دستگاهيك زگاري بنابراين براي جلوگيري از ناسا
  ها و حتي دو قضيه نيز بايد رعايت شود.  قضيه

  بنابراين تعريف زير را داريم؛  

يك قضيه يا دو قضيه) اي (دو اصل، يك اصل و  يك دستگاه اصل موضوعي سازگار است، اگر و فقط اگر هيچ دو گزاره 
  در آن متناقض يكديگر نباشند. 

گيري كنيم. هرگاه در يك دستگاه  ها نتيجه ها سازگاراند، هرگاه نتوانيم تناقضي منطقي از آن در يك دستگاه اصل موضوعي، گوييم اصل ،بنابراين  
دهـد   ارايه داده شد نشان مـي  ي كهمدل ،اي ل هندسه چهار نقطهگاه بايد اين دستگاه سازگار باشد. در مثا آناصل موضوعي مدلي وجود داشته باشد، 

  كه اين دستگاه سازگار است. 
  تا قرن نوزدهم اين هندسه را تضمين كرده بود.  ،كه اقليدس ارايه داده بود هايي لوجود يك مدل براي هندسه اقليدسي و سازگاري اص  

هـا بـراي اثبـات     تر به وسيله مـدل  كن است، اما خوشبختانه فرا قضيه زير روشي سادهمشكل و گاهي نشان دادن مستقيم آن غيرمم ،اثبات سازگاري
  دهد.  ها ارايه مي آن

  يك دستگاه اصل موضوعي سازگار است اگر و فقط اگر يك مدل داشته باشد. .1930گودل  .1. 3. 2 فرا قضيه. 
  

اگـر و فقـط اگـر سـازگاري آن بتوانـد از      ت، اس (relatively consistent)يك دستگاه اصل موضوعي سازگار نسبي   
  دستگاه اصل موضوع ديگري ثابت شود.  يفرض سازگار
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زيرا هندسه تحليلي وابسته به دستگاه اعداد حقيقي است. آيا دستگاه  ،دهد مدل تحليلي هندسه، سازگاري نسبي از هندسه اقليدسي را نشان مي  
احتمـال  كنيم؛ يك خط در هندسه اقليدسي است.  اي را انتخاب مي د حقيقي احتمالاً يك هندسهاعداد حقيقي سازگار است؟ براي مدل دستگاه اعدا

  حياتي يك دستگاه رياضي، سازگاري، فراتر از رسيدن به دو دستگاه رياضي اصلي است.   مشخصه كه دچار يك دور باطل شويم وجود دارد. اين
گودل، كـه در   ناتماميهاي  ايرين براي تحقيق در منطق رياضي شد. به ويژه، يكي از قضيهبخش هيلبرت و س هاي مشابه الهام اين مسأله و مسأله  

توانيم سازگاري مطلق را در رياضـي مقـدماتي، بـه وسـيله گسـترش هندسـه اقليدسـي و         چاپ شده است، اشاره بر اين دارد كه ما نمي 1931سال 
  دستگاه اعداد حقيقي ثابت كنيم.  

طـور   هـا بـه   كسـي در سـازگاري آن   هيچ ،اي انجام سازگاري نسبي بهتر است. مزيت آن در اين است كه هاي پيچيده گاهبنابراين براي چنين دست  
  كند.  جدي شك نمي

  

 independence  مستقل بودن (استقلال) . 1. 4

صـورت هـيچ    قل اسـت، در ايـن  ها مسـت  ها به حداقل است. وقتي يك مجموعه اصل دهد نگهداشتن تعداد اصل ويژگي كه مستقل بودن انجام مي  
  هاي ديگر اين مجموعه ثابت شود.  تواند از روي اصل ها نمي اصلي از آن

ها است اگر و فقط اگر نه اثبات آن و نـه اثبـات نقـيض آن بـه كمـك ايـن        يك اصل يا گزاره مستقل از يك مجموعه اصل 
  پذير نباشد.  ها امكان مجموعه اصل

  د. نشو ها مستقل ناميده مي هاي اين دستگاه مستقل باشد، اين مجموعه اصل ، هر اصل از ساير اصلهرگاه در يك دستگاه اصل موضوعي
  

اي را  باشـد. فـرا قضـيه    پذير نمـي  ها امكان اثبات يا رد آن توسط اين اصل ،هاي ديگر است مستقل از اصل ،به عبارت ديگر وقتي يك گزاره يا اصل  
انـد، بـا    هاي ايـن دسـتگاه نيـز در ايـن مـدل درسـت       گاه همه قضيه دستگاه در يك مدل درست باشند، آنهاي يك  بيان كرديم كه هرگاه همه اصل

  ها ثابت كرد.  مدلرا با توان مستقل بودن يك دستگاه  استفاده از اين قضيه مي
دستگاه اصل موضوعي ارايـه دهـيم   هاي اين  بنابراين، بهترين روش براي اثبات مستقل بودن يك دستگاه اين است كه، دو مدل در مجموعه اصل  
اي كه مطرح كـرديم، در مـدل    كار بردن فرا قضيه صورت با به اما در دومين مدل نادرست باشد. در اين ،طوري كه يك گزاره در اولين مدل درست به

توانـد يـك قضـيه باشـد.      زاره نمـي هد كه نقـيض آن گ ـ  يك قضيه باشد. مشابه آن، اولين مدل نشان مي تواند نميدهيم كه اين گزاره  دوم نشان مي
  ها است.  بنابراين اين گزاره مستقل از اصل

  هاي اين هندسه مستقل است.  مثلاً در هندسه اقليدسي اصل پنجم (اصل توازي) از ساير اصل
توانست آن را ثابت كند.  را رد كند و نه كسي اصلنه كسي توانست اين  1830تا حدود سال  ،دهد چه روند تاريخي اين اصل نشان مي زيرا چنان  

در روشي كه هيلبرت » ض ـ ز ـ ض  «هاي نااقليدسي مستقل بودن اين اصل ثابت شد. چنانچه بعداً نيز نشان خواهيم داد، اصل  بعد از كشف هندسه
  چنين در روش متريك مستقل است.  در ساختن هندسه اقليدسي بيان كرد، و هم

توانـد   آميز نيسـت، فقـط مـي    . يك دستگاهي كه مستقل نيست نامعقول و سفسطهخواهيم دادتوضيح  تر آن را بيش ها نهشتي مثلث بخش همدر   
  كنيد.   باشد مشاهده مي اي از يك دستگاه ساده كه مستقل نمي هايي اضافي داشته باشد. در مثال زير نمونه فرض

  

  ها عبارت باشند از؛ ، باشند و اصلگذرد ميو  خط، نقطههاي تعريف نشده،  فرض كنيم در يك دستگاه اصل موضوعي، واژه .3مثال      
   گذرد. از هر دو نقطه حداقل يك خط مي 1
  گذرد. از هر دو نقطه حداكثر يك خط مي 2
   گذرد. از هر دو نقطه دقيقاً يك خط مي 3

  

هـا انتخـاب كنـيم كـه همـين       را از آن هاي مسـتقل  باشد. اگر ما بخواهيم، مجموعه اصل ) نمي2) و (1هاي ( ) مستقل از اصل3واضح است كه اصل (
  . 2A}3يا {اصل  1A}1و اصل  2اصل{ اطلاعات را به ما بدهند، دو انتخاب داريم؛

صورت يك قضيه  طور مستقيم به تواند به وعه ديگر نتيجه شود مياي كه از مجم طور حتم هر گزاره ها را كه انتخاب كنيم، به هر كدام از مجموعه اصل
  ثابت شود. بنابراين در مستقل بودن نياز به فرض اضافي نداريم. 
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 Incidence geometry  های مختلف   هندسه وقوع و مدل. 1. 5

باشـد. بـه همـين     نند واقع شدن نقطه روي خط ميوقوع به معني واقع شدن، ماگرديم. واژه  برمي وقوعو  خط، نقطههاي تعريف نشده،  به واژه  
صـورت   توانـد بـه   هاي واژه وقوع اين است كه مـي  ناميم. يكي از مزيت هاي وقوع مي كنند، اصل ها را بيان مي هايي را كه رابطه بين اين واژه دليل اصل

است. هر دو بيان بـه   Pواقع بر mخط است يا اين كه بگوييم mواقع بر خط Pتوانيم بگوئيم نقطه تقارني به كار برده شود، به اين معني كه مي
  شوند.  يك معني در نظر گرفته مي

  اند، يعني دو نقطه يكي نيستند.  تمايزمدو نقطه  Bو Aگوييم، ها وقتي مي در اين اصل  

  ، دقيقاً يك خط شامل آن دو وجود دارد. Bو Aبراي هر دو نقطه متمايز. 1اصل وقوع 

ABبا ،گذرد مي Bو Aخطي را كه از دو نقطه  


  دهند.  نيز نشان مي mيا lدهند. گاهي يك خط را با يك حرف مانند نشان مي 

  نامند.  خط مي هايي را كه روي يك خط واقع باشند، هم نقطه 
  اند.  وجود دارند كه هر دو روي خط واقع Bو Aحداقل دو نقطه متمايز mبراي هر خط .2اصل وقوع 
  ها روي يك خط واقع نيستند.  سه نقطه وجود دارند كه همه آن .3اصل وقوع 

  

  شود.  همراه با سه اصل بالا، هندسه وقوع ناميده مي ،وقوع موضوعي با سه واژه تعريف نشده، نقطه، خط و اصلدستگاه 
  

  .ناميم توان تعريف كرد، كه آن را هندسه مسطحه مي اند مي ها بر آن واقع هايي كه همه آن ها و خط مجموعه نقطه ،تا اينجا، صفحه را  
  هاي تعريف نشده اضافه كنيم.   هرا نيز به واژ» صفحه«اما براي هندسه فضايي ناچاريم يك واژه هندسي تعريف نشده،   
  پذير شوند.  ها بر صفحه امكان ها و خط دهيم تا واقع شدن نقطه بنابراين واژه وقوع را تعميم مي  
  .وقوع، صفحه، خط، نقطه .شده را داريمندر هندسه فضايي چهار واژه تعريف  پس  
  اند از؛ ه عبارتريم كديگر نياز دا ها چند اصل براي ارتباط بين اين واژه بنابراين  

ها وجود دارد؛ و هر صفحه حـداقل شـامل سـه نقطـه      خط دقيقاً يك صفحه شامل آن به ازاي هر سه نقطه متمايز غيرهم .4اصل وقوع 
  غيرواقع بر يك خط است. 

  ها در آن صفحه واقع است.  گاه خط شامل آن اگر دو نقطه در يك صفحه  واقع باشند، آن .5اصل وقوع 
  ها يك خط است.  گاه اشتراك آن گر دو صفحه متمايز نقطه مشتركي داشته باشند، آنا .6اصل وقوع 

اند تعريف كنيم. از اين به بعد بحث ما در هندسـه    واقعآن ها در  هايي كه همه آن ها و صفحه ها، خط توانيم فضا را مجموعه نقطه صورت مي در اين  
  مسطحه است مگر غير آن ذكر شود. 

  يي در هندسه وقوعها مدل. 1. 5. 1
  هايي را در هندسه وقوع بيان كنيم.   مدل  ،كنيم با تعبيرهايي از نقطه و خط در اين بخش سعي مي  

  شود.   هاي تعريف نشده، يك هندسه ناميده مي معمولاً يك مدل براي دستگاه اصل موضوعي از هندسه وقوع و يك تعبير از واژه  
ها مطرح كرديم، يكي مدلي تحليلي از صـفحه اقليدسـي و ديگـري مـدل هندسـه       يك مجموعه از اصل هاي قبلي دو نوع مدل را براي در قسمت  

توانيد تحقيق كنيـد كـه ايـن دو مـدل بـراي       به سادگي مي ،هايي كه مطرح كرديم هاي تعريف نشده و اصل براي يك دسته از مفهوم ،اي چهار نقطه
  كنيم.  مفهوم تقاطع و موازي بودن را در هندسه وقوع تعريف مي ،هاي مختلف بيان مدل ازآيند. قبل  هايي به حساب مي هندسه وقوع نيز مدل

  توازی و اصل توازی در هندسه وقوع

  ناميم.  دو خط متمايز را كه يك و فقط يك نقطه مشترك داشته باشند متقاطع مي 
با توجه بـه ماهيـت آن    يهاي مشخص صورت هاي مختلف، به دسهنها در ه پردازيم. دنياي موازي دو خط موازي و اصل توازي مي تعريفاكنون به   

  شود. هندسه تعريف مي
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تواننـد هـر    ند و مياشود كه از نظر منطقي همه معادل يكديگر هاي مختلفي بيان مي صورت هاي مقدماتي يا دبيرستاني، اصل توازي به در هندسه  
  كار روند. يك به جاي ديگري به

هاي هندسه وقوع اسـت،   اند. اين تعريف چون براساس تعريف نشده موازي ،دو خط كه نقطه مشتركي نداشته باشند ؛گفت توان ي در صفحه ميگبه ساد  
  تواند درست باشد. بنابراين در هندسه وقوع در صفحه تعريف زير را داريم؛ بعدي نمي  تواند باشد. اما اين تعريف در فضاي سه ترين تعريف مي مناسب

m||نويسم صورت مي در اين .روي هر دو وجود نداشته باشد pهرگاه هيچ نقطه ،اند در صفحه موازي nو mدو خط  n و ،
m||نويسيم موازي نباشد مي nبا mزي است، اگرمواnبا mخوانيم مي nخوانيم ، و ميm باn  .موازي نيست  

  باشد.  طبق اين تعريف يك خط با خودش موازي نمي  
  شود.  هاي متفاوتي بيان مي صورت هاي مختلف به توازي در هندسهاما اصل   
  شود.  مي اي متفاوت با ديگري هندسهسه نوع اصل توازي متفاوت وجود دارد كه هر يك منجربه   
  معروف است چنين است؛ فر ه اصل پليبترين صورت آن كه  ناميم. ساده آن را هندسه اقليدسي ميشود كه  اي مي مربوط به هندسه ،اولين اصل توازي  

 Pوجـود دارد كـه   nواقع نباشد، دقيقاً يـك خـط   mكه روي Pو براي هر نقطه mبراي هر خط ي.اصل توازي اقليدس. 1. 5. 3
n||است و nوير m.  

چنين خواهيم ديد كه به كمك قضـيه هـايي در    كنيم، هم هاي بعدي صورت اوليه اصل توازي را كه توسط اقليدس بيان شد بررسي مي در بخش  
كتايي آن را به عنوان اصل بيان كنيم. در اين صورت اصل تـوازي  توانيم ثابت كنيم، فقط كافي است ي هاي موازي را مي وجود خط ،هندسه اقليدسي

  صورت زير مطرح كرد.  توان به را مي

  توان به موازات آن رسم كرد.  يك و فقط يك خط مي ،از هر نقطه غير واقع بر يك خط .1. 5. 4
وان گفت يا اصلاً خطي موازي آن خط وجود نـدارد، يـا   ت يك خط به موازات آن وجود نداشته باشد، مي ،حال اگر از هر نقطه غيرواقع بر يك خط  

نامنـد. هندسـه بيضـوي و     نااقليدسـي مـي  هـاي   شوند كه هندسـه  هايي مي بيش از يك خط موازي آن وجود دارد. هر يك ازا ين دو منجربه هندسه
كنـيم آن را توضـيح    اي بعـدي كـه بررسـي مـي    ه ـ كنيم و در مدل ها بيان مي هندسه هذلولوي اين دو هندسه هستند. اصل توازي را در اين هندسه

  تري خواهيم داد.  بيش

 nروي Pوجـود نـدارد كـه    nواقـع نباشـد، هـيچ خـط     mكه روي Pو هر نقطه mبراي هر خط اصل توازي بيضوي.. 1. 5. 5
m||و n هر نقطه غيرواقع بر يك خط، هيچ خطي موازي آن وجود ندارد.. يا، از  

  

 Pوجود دارنـد كـه   rو nنباشد، حداقل دو خط  واقع mويكه ر Pو هر نقطه mبراي هر خط  اصل توازي هذلولوي.. 1. 5. 6
از هر نقطه غيرواقع بر يك خط بيش از يك خط موازي آن  ،ياهستند.  mموازي خط rو nاست و هر دو خط rو nروي هر دوي

  وجود دارد.
  سه هندسه هستند. ها، مربوط به كدام يك از اين  پردازيم، و مشخص خواهيم كرد كه هر يك از اين مدل حال به بررسي چند مدل در هندسه وقوع مي 
   اي هندسه سه نقطه .4مثال       
اي از دو نقطـه   به معنـي مجموعـه   ،خط، تعبير Cو A،Bبه معني سه نماد نقطهتعبير  

در اين تعبيرها سه خط وجـود  باشد.  به معني عضو آن است مي ،بر آن خط واقعاست و تعبير 
}دارند،  , }A B ،{ , }B C و{ , }A C.  

  
 نيـز  باشد. اين كند، و هيچ خطي شامل سه نقطه نمي دقيقاً يك خط را مشخص مي ،زيرا هر دو نقطه متمايز ،اين يك مدل از هندسه وقوع است 

  هاي متناهي است.  هندسه يك مثال از
  هر كدام فقط سه تا هستند.   ،ها متناهي هستند ها و خط زيرا تعداد نقطه  

)8(  

A

B C
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    ها است. هاي بين آن يك هندسه متناهي، شامل تعداد متناهي از اشياء و رابطه
ها  خط پارهبه معني خط نيستند، اين هاي مثلث  اي نيز توضيح داده شد، اين يك شكل شماتيك (صوري) است و ضلع چنانچه در هندسه چهار نقطه

  دهند.  ها را نشان مي فقط ارتباط بين نقطه
  كند. بنابراين هيچ دو خط موازي در آن وجود ندارد، اين يك مدلي است كه در اصل توازي بيضوي صدق مي .اند هر دو خط متقاطع ،در اين هندسه  

  

تعبير شود، اما تعبير خـط   Cو A،Bنقطه به معني همان سه نماد ،هرگاه در همين مثال 
}ها باشد، اين هندسه فقط شامل يك خط به معني همه نقطه , , }A B C   است كه در دو اصـل

مـدلي  در ايـن حالـت   بنابراين  ،كند كند. اما در اصل سوم صدق نمي اول هندسه وقوع صدق مي
  . نخواهد بودبراي هندسه وقوع 

  اي هندسه چهارنقطه .5مثال       
اي را قبلاً با تعبيري تعريف كرديم، تحقيق كنيد كه اين هندسه مـدلي از   هندسه چهار نقطه 

}كند. باشد ودر اصل توازي اقليدسي صدق مي هندسه وقوع مي , } || { , }A B C D  
  دو موازي را بنويسيد.  هاي دوبه خط بقيه  

كلاً،    4   ).10شكل (خط در اين هندسه وجود دارد.  62
  

  اي  هندسه پنج نقطه .6مثال       
,ها را پنج نماد نقطه   , , ,A B C D E اي از دو  كنيم و تعبير مـا از خـط مجموعـه    تعبير مي

  كنيم.   آن را به همان معني عضويت در مجموعه، تعبير مي نقطه است و وقوع يا روي

در اين هندسه،    5   خط وجود دارد. 102
  
  

كند. پس مدلي از هندسـه وقـوع در صـفحه اسـت. آيـا       صدق ميدر صفحه شود كه اين هندسه در سه اصل هندسه وقوع  به سادگي تحقيق مي  
}هاي خط , }A B و{ , }A E موازي خط{ , }C D  را مشاهده كنيد.11شكل (هستند؟ چرا؟ (  
ايـن هندسـه، مـدلي از هندسـه وقـوع       ،ايم دو خط به موازات آن رسم كنيم. بنابراين توانسته ،كنيم كه از يك نقطه غير واقع بر يك خط مشاهده مي  

}را روي خط Aكند. نقطه ي هذلولوي صدق مياست كه در اصل تواز , }A B گيريم، و در نظر ميC غيرواقع بر{ , }A B كنيم كه  است، مشاهده مي
}هر دو خط، , }C D و{ , }C E  موازي خط{ , }A B توانيم اين روند را براي  هستند. به همين ترتيب ميn هاي متناهي  نقطه ادامه دهيم و هندسه

معـروف   فـانو  هندسهنقطه است و به هاي نامتناهي يك هندسه ديگر متناهي را كه داراي هفت  هايي از هندسه زيادي را بسازيم. قبل از ورود به مدل
  كنيم.   تري دارد، بررسي مي است و اهميت بيش

  اي با هفت نقطه و شش خط هندسه .7مثال       
,تعبير نقطه به معني هفت نماد   , , , , ,A B C D E F G اند؛ ها عبارت است. اصل اين نمادهااي از  اي سه نقطه و تعبير خط مجموعه  
  ط وجود دارند. هفت نقطه و شش خ 1
  هر خط شامل دقیقاً سه نقطه است.  2
  ها فقط یک نقطه است.  باشند) اشتراک آن  اگر دو خط اشتراک داشته باشند (متقاطع 3

  

  چگونه شكلي براي اين هندسه مشخص كنيم؟   
  استفاده كنيم.  ) 12(هاي  توانيم از شكل هاي شماتيك خط مي براي نمايش 

  
كنيم روي هـر   گيريم و سعي مي خط ابتدا هفت نقطه در نظر مي 6يم و چون هفت نقطه دار 
اسـت.  ) 13( رسـد شـكل   هايي كه بـه نظـر مـي    از شكليك خط در نظر بگيريم يكي  نقطهسه 

كند امـا فقـط سـه خـط در آن      ) صدق مي3) و (2هاي ( كنيم كه اين شكل در اصل مشاهده مي
شود. چون هر خط شامل سه نقطه است، سـعي   تواند مفيد واقع وجود دارد. پس اين شكل نمي

  كنيم از مثلثي استفاده كنيم كه روي هر ضلع آن سه نقطه باشد.  مي
  

)9(  
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)11( 
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كافي اسـت،   .ايم بسيار به رسم شكل نزديك شده ،حال اگر نقطه هفتم را درون مثلث در نظر بگيريم ،شش نقطه و سه خط داريم )14(در شكل   
هـاي داده شـده صـدق     در تمـام اصـل   )15(كنيم كـه شـكل    رسيم مشاهده مي مي )15(شوند مشخص كنيم به شكل  مي Gهايي را كه شامل خط
  كند؟  هاي هندسه وقوع صدق مي كند. سعي كنيد هر يك را تحقيق كنيد. آيا اين مدل در اصل مي
 
  
  
  
  
  
  

  
  ها وجود دارد؟  آن آيا در اين مدل هر سه نقطه كه انتخاب كنيم خطي شامل 
آن را به مدلي تبـديل   ، با هم روي يك خط هستند؟ واضح است كه چنين نيست. اكنون با تغيير كوچكي در اين مدل Dو B،Fآيا سه نقطه 
رسـيم.   خـط مـي   7نقطـه و   7به مدلي بـا   گاه، آناين خط را با يك منحني نشان دهيم اگر باشند. كنيم كه هر سه نقطه آن روي يك خط واقع  مي

  كنيم.   است كه به هندسه فانو معروف است و در مثال بعدي بررسي مي ياين مدل .)16(شكل 
  

  Fano’s geometry هندسه فانو .8مثال       
,تعبير نقطه به معني هفت نماد،   , , , , ,A B C D E F G است و تعبير وقوع يا واقـع بـر    اين نمادهااي از  اي سه نقطه هر مجموعه ،و تعبير خط
  هفت خط است.  شاملبا اين تعبيرها اين هندسه  ،به معني عضويت در آن است ،آن

        { , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , }A B C C D E E F A A G D C G F E G B B D F   
  

ن هندسـه فـانو نيـز    در اين تعبير برقرار هستند، بنـابراي در صفحه هر سه اصل هندسه وقوع  
  است. در صفحه مدلي براي هندسه وقوع 

}كه خط منموداري شماتيك از آن رسم شده است، شايد تصور كني )17(در شكل    , , }B D F 
جا هر خط  اند، نبايد چنين تصوري از هر دو داشته باشيم، در اين ها مستقيم منحني است و بقيه خط
هاي راست يا منحني فقط يك نقش ديداري دارند، كـه هـر    خط اين پاره ،ستفقط شامل سه نقطه ا
  باشد.  هايي است، و به معني خطي كه در ذهن داريم نمي خط شامل چه نقطه

  
اين  اند. در نتيجه هيچ دو خط موازي در اين مدل وجود ندارد، هر دو خط نقطه مشتركي دارند، يعني به عبارتي هر دو خط متقاطعدر اين مدل   
  تواند مدلي از هندسه بيضوي نيز باشد.  مي
كنـد كـه بـه هندسـه تصـويري معـروف اسـت.         تري صدق مي هاي قوي كند، بلكه در اصل نه تنها در سه اصل هندسه وقوع صدق مي ،مدل هندسه فانو  

  شود.  ناميده مي صفحه تصويرياست، كه  ويريهندسه تصترين مدلي براي  هندسه فانو نه تنها مدلي براي هندسه وقوع است، بلكه كوچكبنابراين؛ 

  Projective Plane  صفحه تصويري . 1. 5. 7

  نامند.  مي صفحه تصويريكند،  هاي زير صدق مي اي را كه در اصل هندسه  

  های صفحه تصویری  اصل

  هر خط حداقل شامل سه نقطه متمايز است.  .2اصل   خط وجود دارند. ل سه نقطه غير همحداق .1اصل 

  اند.  هر دو خط دقيقاً در يك نقطه مشترك .4اصل   هر دو نقطه دقيقاً متعلق به يك خط است. .3صل ا

  ترين صفحه تصويري، هندسه فانو است كه در بالا بررسي كرديم.  نامند. كوچك مي صفحه تصويرياي را كه در اين چهار اصل صدق كند،  هر هندسه  
  و مسائل حل نشده فراوان است. هاي جالب  هندسه تصويري متناهي با ايده
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)تنها يك خطتوان نتيجه گرفت، كه اگر  طور مثال مي از چهار اصل بالا به   ) 2 1n n هرخطگـاه   نقطه داشته باشد، آن،1n   ،نقطـه دارد

در مجموع،خط اقع است، و  1nكه هر نقطه دقيقاً روي 2 1n n نقطه و 2 1n n خط در اين هندسه وجود دارند. عددn   مرتبه صـفحه
  شود.  تصويري ناميده مي

  عددي اول يا تواني از عدد اول باشد وجود دارد.  nكه  nوجود ندارد. اما صفحه تصويري از مرتبه 6اويلر نشان داد كه صفحه تصويري از مرتبه   
) را هـاي نامتنـاهي   نقطـه هاي نامتناهي ( هاي متناهي را بيان كرديم در قسمت بعدي سه مدل مهم از هندسه هايي از هندسه تا اين قسمت مدل

  كنيم.  بررسي مي
  

  The Cartesian Plane صفحه مختصاتي .9مثال       
ــداد حقيقــي اســت    ــا اي از نقطــه يــك خــط مجموعــه ،در ايــن مــدل نقطــه هــر زوج مرتــب از اع ــه  كــه مختصــات آناســت  ه ــا در معادل ه

خطي   0ax by c كه ،كنند صدق ميa،b وc طوري كه اند، به اعدادي حقيقيa وb .هر دو با هم صفر نيستند  
)يك نقطه , )x y در معادلـه خـط صـدق كنـد. ايـن       روي خط واقع است، هرگاه مختصات آن

  ه اقليدسي است، كه اصل توازي تر مدلي براي هندس مدلي تحليلي براي هندسه وقوع و مهم
را بـراي نشـان    2R. معمـولاً نمـاد  داريـم تري  اقليدسي در آن برقرار است و با آن آشنايي بيش

  بريم.  هاي اين مدل به كار مي دادن مجموعه نقطه
  
  

  The Sphere planeصفحه كروي. 10مثال       
)كه از يك نقطه ثابت به فاصله معلومي باشند. به روش تحليلي اگرهايي است  كره مجموعه همه نقطه , , )M x y z     هر نقطه از فضـاي سـه بعـدي

xگاه باشد، آن Rها تا مبدأ باشد و فاصله اين نقطه y z R  2 2 xها در معادله در نتيجه اين نقطه .2 y z R  2 2 2 كننـد   صدق مي 2
  شود، كه مركز آن مبدأ است. طبق تعريف ناميده مي ،Rكه معادله يك كره به شعاع

تـر، يـك نقطـه يـك سـه تـايي        طـور دقيـق   سـه بعـدي اسـت. بـه    در فضـاي   صـفحه كـروي  بـه معنـي نقطـه روي     تعبير نقطه ،در اين مدل  

)مرتب , , )x y z طوري كه، از اعداد حقيقي است، به  2 2 2 1x y z. (يعني كره واحد)  
توان توجيه كـرد   ، واقع بر كره است. مركز اين دايره روي مركز كره و شعاع آن برابر شعاع كره است. ميترين دايره بزرگتعبير خط به معني،   

  گذرد. اي است كه از مركز كره مي با صفحهترين دايره روي كره، اشتراك كره  كه اين بزرگ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

شـمار دايـره    متقاطر روي كره، روي بـي هرگاه دو سر يك قطر كره باشند. دو نقطه  ،نامند يا متقابل مي (antipodal)دو نقطه را روي كره متقاطر   
امـا در   ،كنـد  در اولين اصل هندسه وقوع صدق نمـي اين مدل، در نتيجه ). 20) و (19هاي ( در شكل، Fو Eهاي مانند نقطه ،باشند كره مي  بزرگ
  تواند مدلي براي هندسه وقوع باشد.  كند. بنابراين ، اين مدل نمي ) صدق مي3) و (2هاي ( اصل
مركز كره را نيز در نظر بگيريم، اين سه نقطـه يـك صـفحه را در فضـاي سـه بعـدي        Oدو نقطه غيرمتقاطر روي كره باشند، وهر  Bو Aاگر  

  يك دايره بزرگ يكتا روي كره است، يعني يك خط يكتا است. بنابراين؛ ،كنند كه اشتراك آن با كره مشخص مي
  

  گذرد. ره كه متقاطر نباشد يك و فقط يك خط (دايره بزرگ كره) مياز هر دو نقطه متمايز روي ك
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  اند. بنابراين؛ هاي اين هندسه، آن است كه هيچ دو خط موازي در آن وجود ندارد چرا؟ هر دو خط در دو نقطه متقاطع چنين از ويژگي هم  
  

  كند، يعني مدلي از هندسه بيضوي است.  اين مدل در اصل توازي بيضوي صدق مي
  

شمار خط عمود بر آن  توان بي د كه از آن نقطه مينشو اي غيرواقع بر آن يافت مي خطي و نقطه كه، هاي مهم ديگر اين هندسه آن است از ويژگي  
MNگذرد كه بر خط شمار خط مي بي )20(در شكل  Eخط رسم كرد. مثلاً از نقطه


MEند. حتي دو خطعمود هست 


ENو 


وجود دارند كه بر  

اين  هاي زاويههاي  است و مجموع اندازه 90هاي آن يك مثلث در اين هندسه است كه اندازه هر يك از زاويه MNEصورت اند و در اين هم عمود
 ABCيك مثلـث  )19(تر است. در شكل  بيش 180از هاي هر مثلث هاي زاويه طور كلي در هندسه روي كره مجموع اندازه است. به270مثلث

ABهاي هاي اين مثلث روي خط كنيد. ضلع را مشاهده مي


،BC


ACو 


  باشند.  مي 
  

  تر در مورد آن توضيح خواهيم داد.  هاي بعدي بيش در فصل
  The Klein disk )1868كلاين ( ديسك .11مثال       
تي يا همان كـارتزين اسـت. بـه عبـارت ديگـر، نقطـه، زوج       واحد در صفحه دكارتعبير نقطه در اين مدل به معني يك نقطه درون دايره به شعاع  

)مرتب , )x y است كه 2 2 1x yها  د، آننباش روي دايره نمي هاي نقطهاند كه شامل دو سر وتر يعني  . تعبير خط به معني وترهايي از اين دايره
خط قسمتي از يك خط اقليدسي است كه درون دايره واقع است و وقوع نيـز بـه همـان معنـي معمـولي       ،رتيناميم. يا به عبا را وترهاي باز دايره مي
  معروف است.  بلترامي كلاين ديسكچنين  و هم كلاين ديسكشود. اين مدل به  اقليدسي آن تعبير مي

كنـد،   كنيم كه اين مدل در هر سه اصـل، هندسـه وقـوع در صـفحه صـدق مـي       مشاهده مي  
هستند اما فاصله  ها نامتناهي تعداد نقطهاست. ( هندسه وقوع نامتناهين مدلي براي بنابراي

  محدود است.)
m،n،l وr چهار خط در اين مدل هستند كهm وn در نقطهA انـد،   درون دايره مشترك

  هيچ نقطه مشتركي ندارند.  lاما با
  

  اند.  نيز موازي lو rاند. دو خط موازي rو lهاي با خط اند و هر دو با هم متقاطع nو mهاي بنابراين، طبق تعريف خط  
 rيا lهاي به موازات خط nو mدو خط Aكند، زيرا از نقطه كلاين، مدلي از هندسه است كه در اصل توازي هذلولوي صدق مي ديسكمدل   

  اند.   رسم شده
كه در اصل توازي هـذلولوي   ،از هندسه وقوع استهاي عمود بر هم به عنوان خط، مدلي  هايي از دايره علاوه بر اين مدل، مدل ديگري با استفاده از كمان

هـا در آن بـا مـدل كلايـن      كنيد شباهت زيادي به مدل كلايـن دارد. امـا تعبيـر خـط     هاي زير مشاهده مي در اين مدل كه آن را در شكل .كند صدق مي
تر آن را بررسي خواهيم كرد. اين مدل به مـدل پوانكـاره    طور كامل دهيم اما در فصل پنجم به طور خلاصه در زير توضيح مي متفاوت است. اين مدل را به

  شوند،   هاي زير تعبير مي صورت ها به كنيم. اما خط از هندسه اقليدسي تعبير مي Cمعروف است. نقطه را به معني نقطه درون يك دايره
  يا  Cتمام قطرهاي باز دايره 1
  اند.  واقع Cهايي عمود بر دايره كه روي دايره Cهاي بازي درون دايره مانك 2

  هاي عمود بر هم به فصل دايره مراجعه كنيد. براي مفهوم دايره
  به همان معني اقليدسي بر آن واقع باشد.  وقتي واقع بر خط پوانكاره است كه Lيك نقطه درون دايره

  
  
  
  
  
  
  

  

  

  رسم شده است.  dسه خط به موازات خط Mكنيد كه چگونه از نقطه مشاهده مي) 24(در شكل 

)21(

)22( )23( )24(
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