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مقدمه مؤلفان
هزاران نرگس1 از چرخ جهان‌گرد                       فرو شد تا بر آمد یک گل زرد2

اگر زمان جنینی‌ات، پای تخته بوده باشـی، اولین خاطرات کودکی‌ات از گچ و تخته و کلاس و مدرسـه باشـد و سـه‌چرخه ‌بازی دوران کودکیت در 

حیاط بزرگی باشد که زنگ‌های تفریح هشتصد نفر را به خود می‌دیده است و وقتی همه سر کلاس هستند، زمانت به معلم‌بازی و مشق و نوشتن 

بگذرد، ناخودآگاه خانه‌ات، مدرسـه، محل کار تو کلاس و زندگی‌ات آمیخته با یادگیری و آموزش خواهد بود. علاقه به تدریس و آن هم ریاضی را 

زمانی در خود کشـف کردم که مادرم وقتی پنجم ابتدایی بودم، کتابی به نام »هزار مسـئله در ریاضیات« برایم خرید، جلدی سـبز ‌رنگ داشـت، سبز 

یشـمی، همهٔ کتاب با خط تحریری، خوشنویسـی شـده بود، سؤال‌های قشنگی داشت از درصد و تناسب محاسبهٔ مساحت قسمت رنگ شده و ...  

معلم‌مان از اوایل اسفند به علت مصدومیت تا بعد از عید مدرسه نیامد. زنگ‌های ریاضی با کلاس پنجم دیگری ادغام می‌شدیم، تنگ هم می‌نشستیم 

و از معلم دیگری درس می‌گرفتیم و زنگ بعد در حضور ناظم مدرسه از همان کتاب هزار مسئله، برای همکلاسی‌هایم مسئله حل می‌کردم. 

آن زمان کلاس پنجم، سال مهمی بود، امتحان نهایی داشت. هر شب تعدادی مسئله برای فردا، انتخاب و حل می‌کردم. بعد از عید و حتی با 

آمدن معلم‌مان، این داسـتان ادامه داشـت... تا این‌که بعد از امتحان نهایی ریاضی که معلم‌مان هم به حوزهٔ امتحانی آمده بود، بچه‌ها از هر 

دو نفرمان تشکر می‌کردند که هیچ سؤال جدیدی در آزمون ندیده‌اند!... 

اما در مورد این کتاب؛ دوسـت فرهیخته‌ام، دکتر هامون سـبطی عزیز، مدیر مسـئول نشـر دریافت کتابی خواسـتند که هم مناسب جمع‌بندی و 

مرور کل مطالب و آمادگی برای کنکور باشد و هم بتواند به عنوان منبعی در طی سال برای آزمون‌های آزمایشی مورد استفاده قرار گیرد. در این 

راستا پروژه تألیف کتاب »هزار تست ریاضیات تجربی« را کلید زدیم.

از زحمات سـرکار خانم‌ها مائده میرزایی )رتبهٔ 57 کنکور تجربی 1400( و سـارا فروزانی آذر و آقایان امیرحسـین رحمتی )رتبهٔ 230 کنکور ریاضی 

99(، اردلان گرامی )رتبه 96 کنکور ریاضی 1400(، کسری ناظمی و علی بیک‌زاده جهت ویراستاری علمی تشکر و قدردانی به عمل می‌آید. 

از تلاش‌های سـرکار خانم فرناز صفی، خانم نرگس اسـودی و آقای محمد یوسـفی که با صبر و حوصلهٔ فراوان امور تایپ و صفحه‌آرایی کتاب و 

آقای امیرحسین صفی که نمونه خوانی کتاب را انجام دادند صمیمانه سپاسگزارم.

و همچنیـن از مدیـران تألیـف انتشـارات، آقایـان علـی امین‌صادقیـه و یونس حمه‌صادقی عزیز به دلیل هموار سـاختن مسـیر تألیـف این کتاب 

سپاسگزاری می‌کنم.

چقدر نوشـتن در نشـر دریافت دلنشـین است، وقتی ادیبی چون دکتر هامون سـبطی نازنین مدیر مسئول انتشارات باشد. دغدغهٔ آموزش پاک و 

مبارزه با هرزآموزی و پیگیری مطالبات دانش‌آموزان و داوطلبان کنکور، کارهایی است که تنها یک پدر برای فرزندان میهنش انجام می‌دهد.

و در آخر این کتاب را تقدیم می‌کنم به مادرم، نخستین معلمم، و خواهرم، نخستین مشوقم.
بهروز باشید

سامان سلامیان

معروف است که می‌گویند »ریاضیات« زبان خداست، البته خود »ریاضیات«، نه این ریاضیِ دبیرستان. به هر حال این ریاضیِ دبیرستان هم 

بد نیست، بچه همان »ریاضیات« است، شبیه‌اند یه جورایی! معنی این حرف این است که اگر ریاضی‌ات خوب باشد، جهان را بهتر می‌فهمی 

)حداقل احتمال فهمت بیشتر است(، چرا که ذهن ریاضی‌گونه منظم است، منسجم است، حرفش روشن است و مسیرش را می‌داند!... حرف 

در این باره زیاد است، بگذریم.

همیشه سعی کرده‌ام اصل حرف ریاضی را )اگر خودم فهمیده باشم( به شاگردان و اطرافیانم بگویم، راستش این کتاب را هم خیلی دوست دارم 

چون از همین حرف‌هاست، منسجم و روشن است و شبیه »ریاضیات«! 

کتاب خوب هزار تست را برای این تالیف کرده‌ایم که »ریاضیات« را کمی و هم ریاضی کنکور را خیلی برایتان شیرین کنیم! ممنونم از استاد عزیزم 

دکتر سامان سلامیانِ رفیق، مهربان و استاد باتجربه که توفیق شد در این راه کنار ایشان حرف‌هایم را به شاگردان بیشتری بزنم.

همچینن ممنونم از دکتر هامون سبطی عزیز و انتشارات دریافت و تمام بچه‌های گل تولید، که کنارشان هم یاد گرفتیم و هم لذت بردیم.

این کتاب هدیه ناقابلی است برای آدمایی که قلبشان برای جهان کوچکمان یعنی "وطن" می‌تپد ... تقدیمشان!
سپاس بیکران

سیدعادل حسینی �

1. نرگس: ستاره             2. گل زرد: خورشید 



نحوهٔ استفاده از کتاب

این کتاب شامل 9 فصل است. هشت فصل عناوین اصلی کنکور و فصل نهم آزمون‌های جامع و کنکورهای سراسری. هر فصل شامل 27 بستهٔ 

آزمونی است  که در هر بسته تعداد سؤالات رایج آن فصل در کنکور سراسری طرح شده‌اند. هر بسته شامل تست‌هایی با درجهٔ دشواری متفاوت 

است و عموماً تست‌های بسته‌های بعدی تا حدی سخت‌تر از بسته‌های قبل از خود است. 

از این بسته‌ها به 2 روش می‌توان استفاده کرد:

الف( مرور فصل‌ها: با پاسخگویی به هر بسته در هر کدام از فصل‌ها، یک بار با تعداد محدودی سؤال، مطالب مهم آن فصل دوره خواهد شد. 

ب( مرور کلی: با انتخاب یک بسـته از هر یک از فصول یک تا هشـت، یک آزمون جامع 30 سـؤالی خواهید داشت و می‌توانید، تمامی مباحث 

را جمع‌بندی کنید. 

 ”Build your own test“  :می‌توانید به سلیقهٔ خودتان، آزمون جامع بسازید

مثلًا وقتی برای ساخت آزمون‌ اول سراغ فصل »تابع« می‌روید، 27 انتخاب برای برداشتن یک بسته از 27 بسته دارید، تا فصل هشتم نیز، تعداد 

انتخاب‌ها برای‌ آزمون اول شما، ‌27تاست که نهایتاً 8 )27( انتخاب خواهد بود. 

برای ساختن آزمون دوم، چون از هر بسته یکی کم شده و در آزمون اول استفاده شده شما 26 انتخاب دارید و چون از هر یک از 8 فصل باید 

یک بسته بردارید 8 )26( انتخاب دارید برای ساخت آزمون سوم، 8 )25( انتخاب و ... )حالا شما حساب کنید که کلًا چند مدل آزمون می‌توان 

ساخت؟(

ویژگی‌های این کتاب 

- در پاسخ‌های تشریحی سعی شده در صورت لزوم راه‌حل‌های دوم نیز نوشته شوند. 

- در برخی تست‌ها برای درک بهتر، نمودار تابع را رسم کرده‌ایم. با این‌که مسئله بدون شکل و نمودار هم حل می‌شود. 

- سعی شده مسائل »مادر« که از آن‌ها بچه مسئله تولید می‌شود، در کتاب آورده شود. مسائلی که به کمک ایدهٔ آن‌ها، می‌توان مسائل مشابه 

دیگر را حل کرد. )حل مسئله به کمک حل مسئله( 

- درجهٔ سختی تست‌ها با شیب ملایم در بسته‌ها، افزایش یافته است. 

در طرح تست‌ها برای آن‌که همهٔ نکات و مطالب را پوشش داده شود، وسواس زیادی بکار بردیم و بارها یک تست یا جای آن در یک بسته را 

تغییر دادیم. سـعی کردیم در تسـت‌های یک بسـته، مثل اتفاقی که در کنکور می‌افتد، هم تسـت ساده، هم متوسط و هم جدید و ایده‌دار طرح 

کنیم. هدف اصلی این کتاب، مرور کامل و پوشش دادن همهٔ عناوین و طبقه‌بندی موضوعات در ذهن داوطلب بوده است. در این کتاب علاوه 

بر ایده‌های رایج، تسـت‌هایی جدید و نونگاشـت با توجه به منابع کتب درسـی جدید و محتوای آن‌ها و همسـنگ سؤالات کنکور دو سال اخیر 

طرح شده‌است. تست‌ها به گونه‌ای است که اعتماد به نفس مخاطب از بین نرود و در این میان ایده‌های جدید در طرح تست را نیز ببیند. 

از صاحب‌نظران، دبیران و دانش‌آموزان گرامی تقاضا داریم در صورت مشـاهده هر گونه کاسـتی یا نظری حتماً آن را از طریق پیام به واتسـاپ 

09213363198 بیان کنند.

برای مشـاهده کلیپ‌های آموزشـی ریاضی می‌توانید به سـایت www.samansalamian.ir و یا صفحه اینسـتاگرام salamianriazi یا کانال 

تلگرامی salamianriazi مراجعه نمایید.
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	3 x کدام است؟. fog x0 0, ( )(( )) اگر نمودار دو تابع f و g به صورت زیر باشد، نقطهٔ 

B )2 	A )1
D )4 	C )3

	4 )log کدام است؟. ) log( )6 2 5 2 1 5−− ++ ++ log باشد، حاصل  /2 0 3 اگر 

1/5 )4 	1/2 )3 	0/9 )2 	0/8 )1

	1 m کدام است؟. n 12 باشد،حاصل  y به صورت تابعی خطی با شیب  x
m x n

== ++
−− ++
2 3
1( )

اگر نمودار تابع 

7 )4 	5 )3 	3 )2 	1 )1

	2 2 کدام است؟.
f
اگر نمودار تابع f به صورت مقابل باشد، تابع 

 ( , )3 4{ }  )2 	 ( , ),( , )
1
2 0

1
3 2{ }  )1

 ( , )3 1{ }  )4 	 ( , )
1
3 4{ }  )3

	3 g باشد، کدام گزینه قسمت‌های مشترک نمودارهای دو تابع fog و gof را به درستی نشان می‌دهد؟. x x( )  2 f و  x x( )  اگر 

 )4 	  )3 	  )2 	  )1

	4 9 کدام است؟. 3 56x x−− == جواب معادلهٔ 
 log3 8  )4 	 log7 2  )3 	 log2 9  )2 	 log2 6  )1

x٢ y=
x

x

x

ƒ

ƒ -١

ƒ)x)

xa

y

L١

L٢

O

H
OHr

d

c

فصل اول: تابع

تعریــف، انــواع تابــع، تابــع )اکیــد( یکنــوا، تابــع یک‌به‌یــک، تابــع وارون، 
ــع،  ــاوی دو تاب ــع، تس ــال تواب ــل و انتق ــب، تبدی ــع مرک ــع و تاب ــب تواب ترکی

ــی ــی و لگاریتم ــع نمای ــع، تاب ــرد تاب ــه و ب دامن

 1 

x

fy

f

α
β

A a( , )0
f −۱

x

y

B

A
g

f
C

D
x٠

 2 

x

y

1
2

۲ ۳

f
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هزار تست ریاضیات تجربی

	1 3 چند جواب دارد؟. 12[ ] | |x x−− == معادلهٔ 

3 )4 	2 )3 	1 )2 1( هیچ	

	2 ) کدام است؟. )( )gof x ) باشد، وارون تابع  ) ( ) ( )fog x f x−− ==1 اگر  	

g x−1( )  )4 	g x( )  )3 	f x−1( )  )2 	f x( )  )1

	3 باشد، مقدار مثبت a کدام است؟. 89 g و محور x ها برابر  x af ax( ) ( )== −− 1 نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است. اگر مساحت محدود به نمودار تابع 

3 )2 	2 )1

4 )4 	 12  )3

	4 ) کدام است؟. / ) /(log ) log0 4 6 251 22 3++ −−==x x حاصل‌ضرب ریشه‌های معادلهٔ 

 103  )4 	 104  )3 	 105  )2 	 106  )1

	1 a کدام است؟. b c2 2 2−− ++ y به‌صورت شکل مقابل باشد، حاصل  a x x x b
x c

== ++ −− ++
++

2 3 2

2
2 اگر نمودار 

-4 )2 	-2 )1
4( صفر 	2 )3

	2 نمودار تابع f متقارن است و در شکل مقابل نشان داده شده است. ضابطهٔ وارون تابع در بازه‌ای که اکیداً نزولی است، کدام است؟.

 y x= −15 3
7  )2 	 y x= −21 3

7  )1

 y x= −21
7  )4 	 y x= −15

7  )3

	3 fog با کدام تابع برابر است؟. gof اگر نمودار f و g به صورت مقابل باشند، تابع 

 2f  )1
 2f g−  )2

3( صفر
 1 )4

	4 12 است. مقدار a کدام است؟. 3( )−− ++ a )log به صورت  ) log( )x x x x3 26 12 9 1 3++ ++ ++ == ++ ++ جواب معادلهٔ 

37 )4 	31 )3 	29 )2 	23 )1

	1 ) چند ریشهٔ منفی دارد؟. )( ) ( )gof x f x g باشد، معادلهٔ  x x
x

( ) == −−
++

1 3
2 f و  x x

x
( ) == ++

−−
2 3
2 اگر 

4( هیچ 	3 )3 	2 )2 	1 )1

	2 y کدام است؟. f x== −−| ( ) |4 1 y باشد، برد تابع  f x== −−( )2 اگر شكل مقابل نمودار تابع 

[ , ]1 7  )2 	[ , ]1 3  )1

[ , ]0 3  )4 	[ , ]0 7  )3

	3 کدام تابع روی دامنه‌اش اکیداً صعودی است؟.

 y x

x x
= −

+ −[ ] [ ]
 )4 		   y

x x
=

+ −
1

[ ] [ ]
 )3 	 y x x

x
=

+ −[ ] [ ]  )2 	 y x x x= − + −([ ] [ ])  )1

	4 102k کدام است؟. k باشد، حاصل  == ++ ++ −−log log19 8 3 100 51 34 6 اگر 

13 )4 	11 )3 	9 )2 	7 )1

8 1 

۱

۳-۱

-۱

9 1 

۳

۲
۵

۱

۱

۲

۲
g

۰ ۳

١

۱ ۲−١ ۰

f

0 2 

۱
۲

۲
۴

-۲

-۲
-۳
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هزار تست ریاضیات تجربی

	1 lim کدام است؟.
x a

a x
a x ax→→

−−
−− ++1

2 2

2 2
1

3 2
حاصل 

-2 )4 	2 )3 	-1 )2 	1 )1

	2 f روی کدام بازهٔ زیر پیوسته است؟. x x x( ) [ ] [ ]== −−2 تابع 

( , )0 2  )4 	( , )1 5  )3 	( , )0 3  )2 	( , )1 3  )1

	3 lim کدام است؟. | |
x

x x
x x x→→

++ −−

−− −− ++1

3

3 2
2
1
حاصل 

4( صفر 	1 )3 	+∞  )2 	−∞  )1

	1 lim کدام است؟. log[sin ]
x

x
0

حاصل 

4( وجود ندارد. 3( صفر	 	+∞  )2 	−∞  )1

	2 a کدام است؟. b f در شکل رو‌به‌رو رسم شده‌است. حاصل  x x x
x

( ) == −− ++
−−

2 5 6
2 نمودار تابع 

2 )2 	1 )1
4 )4 	3 )3

	3 x پیوسته است. مقدار m کدام است؟. == −−1 f در  x x
x m x

( ) [ ]
[ ]

==
++
2

2 تابع 

-2 )4 	2 )3 	-1 )2 	1 )1

	1 x به کدام صورت است؟.  1 f حوالی  x x
x x

( ) cos==
−− ++
3
2 12 تابع 

 )4 	  )3 	  )2 	  )1

	2 x چه وضعیتی دارد؟.  8 f در  x x x( ) [ ] [ ]== −− 4 تابع 

4( پیوسته نیست. 3( پیوسته است.	 2( فقط پیوستگی چپ دارد.	 1( فقط پیوستگی راست دارد.	

	3 y به صورت مقابل است. حدود a کدام است؟. x ax
x

== ++ ++
−−

2 2 3
1 نمودار تابع 

a <−3 a یا  >−1  )1

a <−2  )2

a ≠ −2  )3

a >−2  )4

x٢ y=
x

x

x

ƒ

ƒ -١

ƒ)x)

xa

y

L١

L٢

O

H
OHr

d

c

فصل چهارم: حد و پیوستگی

، پیوســتگی 
صفر 

محاســبهٔ حــد چــپ و راســت، حــد از روی نمــودار، رفع ابهــام 

در نقطــه و بازه، حــد در بینهایــت و حــد بینهایت
صفر

 1 

 2 

b

a x

y

 3 
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هزار تست ریاضیات تجربی

	1 lim کدام است؟. tan
cosx
x
x→→ −−ππ

2

2 2 2 حاصل 

1 )4 	 18  )3 	 14  )2 	 12  )1

	2 x پیوسته باشد؟.  1 f در  x
a x

x x
x x

x
( )

;

;
==

==

−− ++
−− −−

≠≠







1
3 5 4

3 2
1
مقدار a کدام باشد تا تابع 

1 )4 	1312  )3 	-1 )2 	1213  )1

	3 lim کدام است؟. ( )
x

f x
→→++∞∞

lim باشد، حاصل  ( )
x

f x
→→−−∞∞

== 2 f در  x ax x
bx x x

( ) == ++ −− ++
−−

1 12
اگر 

-4 )4 	3 )3 	-3 )2 	4 )1

	1 lim کدام است؟. sin
[ ] cosx

x
x x→→ ++ ++1

ππ
ππ

حاصل 

+∞  )4 	1 )3 	-1 )2 	−∞  )1

	2  پیوسته است. مقدار a کدام است؟. f روی  x
a x
x bx
x

x
( )

;

;
==

==
++ −−
−−

≠≠







1
4

1 1
3 تابع 

6 )4 	4 )3 	3 )2 1( صفر	

	3 lim کدام است؟. ( )( )
x

fofof x
→→−−∞∞

[[ ]] نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است. حاصل 

-2 )2 	1 )1
4( صفر 	-1 )3

	1 lim کدام است؟. ( )
x

f x x
→→ −−

−−
0

2 f باشد، حاصل  x
x x x

x
x

x
( )

[ ]( ) ;

;
==

−− ++ ≤≤

++ −− >>









4 0

4 2 0
اگر 

-3 )4 	 14  )3 	-4 )2 1( صفر	

	2 b کدام است؟. a ] پیوسته است. بیش‌ترین مقدار  , ]a b f روی بازهٔ  x
x

x( ) == −− −− −−1 1
8 13 تابع 

2 )4 	1 )3 	 12  )2 	 14  )1

	3 lim کدام است؟. ( )
x

f x
→→ ++1

lim باشد، حاصل  ( )
x

f x
→→−−∞∞

== 1 ، اگر  f x x x
ax x

n
( ) == ++

−− ++
3

2 13 2 در تابع 

+∞  )4 	-2 )3 	-4 )2 	−∞  )1

	1 )q کدام است؟. )1 q و باقی‌ماندهٔ آن برابر 3 شده است.  x( ) x2 برابر  4 p بر عبارت  x x ax bx( ) == ++ ++ −−3 2 5 خارج قسمت تقسیم عبارت 

-4 )4 	-3 )3 	3 )2 	4 )1

	2  پیوسته است. مقدار b کدام است؟. f روی  x
x x

x
x

b x x x
( )

;

cos( ) ;
==

−− ++

−−
<<

≥≥










3 7 4
2 2

1

3 1

2

3 تابع 

-3 )4 	43  )3 	23  )2 	−32  )1

	3 lim کدام است؟. sin cos
cosx

x x
x→→ ++

++ ++
−−ππ

1
2 1 حاصل 

+∞  )4 3( صفر	 	− 14  )2 	−∞  )1

2 2 

3 2 

۲
۲

-۲
x

y

4 2 

5 2 
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هزار تست ریاضیات تجربی

	1 x محاسبه می‌شود. شیب خط . x3 24 1−− ++ y را به هم وصل می‌کند، از دستور   f x ( ) شیب خط واصلی که دو نقطه به طول‌های 2 و x از نمودار تابع 

x کدام است؟  2 مماس بر نمودار f در 
-7 )4 	-4 )3 	-2 )2 	1 )1

	2 f کدام است؟. x
x

x x

x
x

( )
| | ;

;
==

−−

−−

>>

≤≤







2

4
1
125 تعداد نقاط مشتق‌ناپذیر تابع 

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

	3 x کدام است؟ .  2 ))′′ به ازای  )) ′′f g x g x( ) . ( ) g باشد، حاصل  x x( ) == −− 13 f و  x x
x

( ) == −−
++

3

3
2

1
اگر 

−34  )4 	−32  )3 	34  )2 	32  )1

	4 x روی تابع f کدام مطلب زیر درست نیست؟.  0  پیوسته است و مشتق آن در نمودار شکل روبه‌رو رسم شده است. در مورد نقطهٔ  تابع f روی 
1( نقطه بحرانی نیست.

2( مینیمم مطلق و نسبی است.
x بر هم عمودند. =0 3( دو نیم مماس چپ و راست در 

4( برای تابع f بی‌شمار جواب وجود دارد.

	5 می‌خواهیم یک صفحه چاپی شامل 60 سانتی‌متر مربع مطلب چاپ شده باشد، ضمناً در هر طرف 5 سانتی‌متر و در بالا و پایین 3 سانتی‌متر حاشیه داشته .
باشیم. طول خطوط چاپ شده چقدر باشد که کاغذ به‌کار‌رفته مینیمم گردد؟

12/5 )4 	10 )3 	7/5 )2 	5 )1

	1 ′′ باشد، مقدار a کدام است؟. == −−f a( )23 2 1 f و  x ax x( ) [ ]== −−5 2 اگر 

-2 )4 	2 )3 	-1 )2 	1 )1

	2 f در همسایگی محور عرض‌ها به کدام صورت است؟. x x x( ) == −−3 23 3 نمودار تابع مشتق

 )4 	  )3 	  )2 	  )1

	3 b بیشینه باشد، نقط ۀوسط بازه کدام است؟. a ] اکیداً نزولی است. اگر  , ]a b f در بازهٔ  x x x x( ) == ++ −− ++1
3

5
2 6 23 2 نمودار تابع 

4 )4 	3/5 )3 	3 )2 	-2/5 )1

	4 f کدام است؟. x x x( ) | |== −− 1 23 تعداد نقاط بحرانی نمودار تابع 

1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1

	5 y چند نقط ۀاکسترمم نسبی دارد؟. x x== −− ++2 3 2| | نمودار 

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

x٢ y=
x

x

x

ƒ

ƒ -١

ƒ)x)

xa

y

L١

L٢

O

H
OHr

d

c

فصل پنجم: مشتق و کاربرد مشتق

پیوســتگی،  و  مشــتق‌پذیری  مشــتق‌گیری،  قواعــد  مشــتق،  تعریــف 
آهنــگ تغییــر، تابــع )اکیــد( یکنــوا، نقــاط بحــرانی، اکســرمم‌های مطلــق 

بهینه‌ســازی نســی،  و 

 1 

y

x
′f

 2 
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	1 ] برابر است؟. , ]2 7 f در نقطه‌ای با کدام طول با آهنگ متوسط تغییر آن در بازهٔ  x x( ) == ++2 آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع 

5 )4 	4/25 )3 	4/5 )2 	2/5 )1

	2  مشتق‌پذیر است. مقدار a کدام است؟. f روی  x
ax x

b x x
( )

;

;
==

−− <<

−− ++ ≥≥







2 0
1 1 0

تابع 

3 )4 	32  )3 	−32  )2 	-3 )1

	3  در شکل زیر رسم شده است. نمودار f در کدام شکل به درستی رسم شده است؟. نمودار مشتق تابع f با دامنهٔ 

 )2 	  )1

 )4 	  )3

	4 x کدام است؟.  1 g باشد، مشتق تابع gof در  x x x( ) == −−43 3 f و  x x x( ) == ++2 اگر 

−803  )4 	− 1656  )3 	−853  )2 	− 1756  )1

	5 y قرار می‌دهند که x نمرهٔ خام و y نمرهٔ تعدیل شده است. در این نوع تعدیل، بیش‌ترین . x 20 برای تعدیل و بهبود نمرات یک کلاس نمرات را در تابع 

مقدار افزایش نمره کدام است؟
5 )4 	6 )3 	8 )2 	10 )1

	1 lim کدام است؟. ( ) ( )
h

f h f h
h→→ ++

++ −− −−

0

1 1 f باشد، حاصل  x x x x( ) | |== ++ −−1
3 13 اگر 

2 )4 	1 )3 	-1 )2 	-2 )1

	2  مشتق‌پذیر است. حدود k کدام است؟. f روی  x kx k x( ) ( )== ++ ++ ++4 22 2 تابع 

[ , )2 +∞  )4 	− −[ , ]2 0  )3 	[ , ) { }0 2+∞ −  )2 	[ , )0 +∞  )1

	3 g باشد، مجموع طول نقاط بحرانی تابع gof کدام است؟. x x x( ) == −− ++ 1 f و  x x x( ) == ++2 2 اگر 

4( صفر 	-1 )3 	-3 )2 	-2 )1

	4 f در شکل زیر رسم شده است. حدود a کدام است؟. x a x
a x a

( ) ( )
( )

==
++ ++
−− −−

2 1 1
3 بخشی از نمودار تابع 

( , )0 1  )2 	 −( )1 3,  )1

( , )1 3  )4 	( , )0 3  )3

	5 f کدام است؟. x x
x x

( ) ==
++
6

1 2
برد تابع 

[ , ]0 5  )4 	[ , ]0 2  )3 	[ , ]0 3  )2 	[ , ]0 6  )1

	1 x بر هم عمود باشند؟.  1 f در  x x ax x( ) ( ) [ ]== −− ++1 23 مقدار a کدام باشد تا نیم‌مماس‌های نمودار تابع 

-1 )4 	-2 )3 	 12  )2 	1 )1

	2 f رسم شده است و مساحت مستطیل هاشورخورده تابعی از طول نقطهٔ A است. آهنگ . x x( ) ( )== −− 1 2 در شکل زیر نمودار سهمی 

] است؟ , ]0 2 x چند برابر آهنگ متوسط تغییر آن در بازهٔ   2 لحظه‌ای تغییر مستطیل مورد نظر در 

5 )2 	4 )1
3 )4 	2 )3

3 2 

x

y

4 2 

x

y

5 2 

x

A

fy
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	1 x باید برابر باشند:. =0 x در دامنهٔ تعریف هر دو ضابطه قرار دارد، پس مقادیر هر دو ضابطه به ازای  =0  22

ÂÄ¯IMâ¾õMIò

Â¹ÃÄIQ¾õMIò

: ( ) ( ) ( ) ( )f f a a a0 1 2 1 1 2 22= ========= + + = +
ÂÂ¹ÃÄIQ â¾õMIò

·j¼MÍMIUóo{

: ( )f a

a a a

0
2 2 2

=
 → + = ⇒ =− �

	2 x قرار دهیم:. =0 f را یافته و در آن  −1 f است. کافی است  −1 f با محور y ها یا همان عرض از مبداء  −1 a 33، عرض نقطهٔ برخورد 

y f x mx h x
y h

m

y

m
h
m

y
x
m

h
m

f x f
h
m

x= = + ⇒ = − = − ⇒ = − =  → =−− = −( ) ( ) ( )1 0 1 0 �

β نام‌گذاری شـده اسـت. می‌دانیم شـیب یک خط برابر تانژانت زاویه‌ای اسـت که با جهت مثبت  f با محور طول‌ها  −1 f زاویه برخورد  x
m
x
h
m

− = −1 1
( ) در تابع 

α و  β+ =900 =tanβ اسـت. از طرفـی اگـر f تابعـی خطی باشـد، زاویهٔ برخـورد آن و وارونش با محـور طول‌ها متمـم یکدیگرند. یعنی  1
m

محـور x هـا می‌سـازد و لـذا 

cot tanα β= = 1
m

به شکل زیر دقت کنید:

Ô α β+ =900 زاویهٔ برخورد خط f و وارونش با محور طول‌ها متمم یکدیگرند و 

OA∆ به حالت دو ضلع و زاویه بین هم‌نهشت هستند. B′ ′ OAB∆ و  دو مثلث 

( , , )OA OA OB OB O O B B= ′ = ′ = = → = ′=   

1 2
090 β �

	3 g از مبداء دور می‌شویم و سپس . x( )0 g را می‌یابیم، حال به اندازهٔ  x( )0 ، ابتدا  f g x( )0( ) x0 دارد، پس یا A یا B جواب است. در  22 نقطه طولی برابر 

f به دست آید. g x( )0( ) g را به عنوان ورودی، تحویل f می‌دهیم تا  x( )0

، نقطه‌ای در صفحه می‌گذاریم که B خواهد بود. f g x( )0( ) x0 و عرض  به طول 

	4 .log log log , log logc c c b
n

ba b ab a n a+ = = 33 می‌دانیم: 

log( ) log( ) log( ) log( )6 2 5 2 1 5 6 2 5 1 5 2− + + = − + + �

= − + = − + + = − +log( )( ) log( )( ) log( )( )6 2 5 1 5 6 2 5 1 5 2 5 6 2 5 6 2 52 �

= −( )= − = = = = =log ( ) ( ) log( ) log log log ( / ) /6 2 5 36 20 16 2 4 2 4 0 3 1 22 2 4 �

	1 m=1 باشد و داریم:. y درآید، پس باید  ax b= + 33 برای این که خط باشد، باید به صورت 

 
⇒ = + = +

= = ⇒ =

y
x
n n

x
n

n
n

2 3 2 3

2 1
2 4ôi KÃ{

�

⇒ + = + =m n 1 4 5 �

x٢ y=
x

x

O

H
OHr

d

c

پاسخ نامه فصل اول: تابع

 1 

y=x

f

A

B x

y

b

b

a

a

a
a

۲
۱

f -۱

O A′

B′

x

y
B

A

f

x۰
g x( )0

f g x( ( ))0

 2 
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f زمانی به خط تبدیل می‌شود که:	¿ x ax b
cx d

( )= +
+

تابع هموگرافیک 

f x
a
d
x
b
d

( )= + c=0 باشد:� الف( 

a تبدیل می‌شود.
d

f به خط با شیب  x( )

f x
a
c
b
d

( )= = a باشد: �
c
b
d

= ب( 

تابع ثابت )خط افقی( که در ریشهٔ مخرج تو خالی است. مثل:

f x
x
x

x

x
x( )

( )
( )= −

−
= −

−
= ≠2 2

1
2 1

1 2 1 �

Df = − { }1 �

	2 2 درآید به شرطی که عرض نقطه صفر نباشد:.
f ¾õ£ºÆoø

22 باید در هر ایکس تابع f، عرض به صورت 

f
f

={ }⇒ = =

















( , ),( , ) ( , ) ,( , )2 0 3 1
2

2 2 2
0 3 2

1
2

4

½kzºþÄo÷U

���
⇒⇒ ={ }2 3 4
f

( , ) �

	3 y رامی‌سازیم:. f g x= ( )( ) 44 ابتدا 

y f g x x x x= =( )= =( ) | |2 2 �

y را می‌سازیم: g f x= ( )( ) حال 

y g f x x x x

x

= =( )= =

≥
↓

( ) ( )2

0
�

y اسـت  x= دقت کنید برای محاسـبهٔ دامنه gof آن را سـاده نمی‌کنیم ولی برای رسـم آن، آن را تا حد امکان سـاده می‌کنیم. بخش مشـترک fog و gof قسـمتی از 

 y x x= ≥; 0 که در ناحیه اول قرار دارد. 

	4 .9 3 56 0 3 3 56 02x x x x− − = ⇒ − − =( ) ) و داریم:� ) ( )3 3 32 2 2x x x= = 9x را بنویسیم:  44 ابتدا لازم است 

 t
x

x

x
t t t t

t

t

= → − − = − + = ⇒
= =

=− =






3 2 56 8 7 0

8 3

7 3
( )( ) t ،3x قرار می‌دهیم:� حال به جای 

3 چون متغیر در نما هست از دو طرف لگاریتم در پایه 3 می‌گیریم و داریم: 8x = 3 جواب ندارد. برای حل  7x =− 3x هرگز صفر یا منفی نمی‌شود، پس 

3 8 3 8 83 3 3
x x x= ⇒ = ⇒ =log log log �

	1 Df و این که f در این بازه اکید نزولی است. پس می‌توان با توجه به داده‌های مسأله نمودار تقریبی آن را به . :( , ]−∞ 6 33 از فرض سؤال معلوم می‌شود: 

صورت زیر کشید:

-۳ ۶ x
y=f(x)

y= ۶
y

�
f و طبق تعریف می‌توان دامنه fof را به صورت زیر نوشت: ( )− =3 6 f پس:  − =−1 6 3( ) از طرفی چون 

D D x D f x Dfof f fx f f= = ∈ ∈( ) { , ( ) } �

x f x≤ ≤6 6, ( ) �

− داریم: ≤ ≤3 6x x≤6 و  y=6 قرار می‌گیرد، از اشتراک  f زیر خط  x( ) f برقرار می‌شود و نمودار  x( )≤6 − نامساوی  ≤ ≤3 6x طبق شکل اول می‌بینیم که در بازه 
b a b a Dfof− = = =− = −9 6 3 3 6, , , [ , ] �

۱

xy x
−= =−

۲ ۲
۱

۲
(x   ۱)≠x

y

x

y fog

y x x= =( )
2

x ≥0

gof

 3 
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sinx و  cosx برابرند اما یکی از این نقطه‌ها در ناحیه سـوم اسـت و  sinx و  روی دایـرهٔ مثلثاتـی تنهـا در 2 نقطـه 

cosx منفـی اسـت و جلـوی لگاریتم‌هـا را در معادلـه اصلی منفی می‌کند. پس فقط یک بار تسـاوی برقرار می‌شـود. 

. x = π4 آن هم در 

Ô 
t t t

t t t

+ = ↔ =

+ =− ↔ =−









1 2 1

1 2 1
�

	1 f است:. ( )10 7= f و  ( )0 3= 33 فرض کنیم تابع f اکیداً صعودی است. در این حالت 

f b b

f a a
f x x

( )

( )
( )

0 3 3 9
10 7 10 9 7 4

4 9
= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ + = ⇒ =






⇒ = + �

f است:  ( )10 3= f و  ( )0 7= f اکیداً نزولی فرض شود  x( ) و اگر 

f b b

f a a
f x x

( )

( )
( )

0 7 7 49
10 3 10 49 3 4

4 49
= ⇒ = ⇒ =

= ⇒ + = ⇒ =−






⇒ = − + �

f در هر دو حالت برقرار است، زیرا: ( )5 29= * گزینه‌های »1« و »4« تنها در تابع اکیداً نزولی صدق می‌کند و گزینهٔ »2« تنها در تابع اکیداً صعودی اما 

f f x x x x x
Áj¼÷Å ÓHkÃ¨H Â²»qº ÓHkÃ¨H

= ⇒ + = − + ⇒ + =− + ⇒ = ⇒4 9 4 49 4 9 4 49 8 40 xx f= =5 5 29; ( ) �

	2 .y f x x f x x= = − ⇒ = +−( ) ( )2 1 1
2

1
2

1 � 33

⇒ + = = − + + = − + + =−( )( ) ( ) ( ) ( )f f x h x x x x x x2 2 1 2 1
2

1
2 2 1 1 31 ⇒ = −( )= − ⇒ = +( )−hof x h x x g x f f of x( ) ( ) ( ) ( )2 1 6 3 2 1 �

نمودار تابع g در شکل رو‌به‌رو رسم شده‌است.

⇒ = =S
½jn¼in¼{IÀW±X¶

3 1
2
2

3
4

( )
�

	3 S نوشته می‌شود.. b
a a

( , )
− −
2 4

∆ y به صورت  ax bx c= + +2 22 توصیه می‌شود چند ضابطه‌ای‌ها را رسم کنیم. مختصات رأس یک سهمی به معادله 

y x x x
b
aS=− − − = − =

−
=−2 8 7 2

8
2 4

1
; سهمی اول: �

y x x x
b
aS= − + = − = =2 6 13 2

6
2 3

2
; سهمی دوم:�

a

b

=−
=





4
3

) نزولی است، پس: � , )−4 3 f روی بازهٔ  x( )

⇒ + =− + =−a b
2 3 2 1 1 �

	4 34 لذا داریم:. 0 75= / 33 می‌دانیم 
16
9

4
3 0 75 3

4
3
4

3
4

3
4

32 1 2 1 2 2
2 2

2
=( ) = = ⇒( ) = ⇒ =

−
−

−
−( ) ( / ) ( ) ( ) ( ) (

x
x

x
x x

44 )
x �

2 2 2 2 0 1 17
2 2

1 17
4

5
4 1 252 2 0− = ⇒ + − = ⇒ = − ±  → = − − − =−<x x x x x xx

( )
/ �

∋x هست. − −( , )
3
2 1 1− در بازه  25/ دقت کنید که به جای جواب معادله بازهٔ حضور جواب را خواستیم که تست با عددگذاری حل نشود. عدد 

	1 3 می‌نویسیم:. 12[ ] | |x x− = 22 معادله را به صورت 

] عدد صحیح اسـت. اگـر عددی صحیح را در عـدد 3 ضرب کنیـم و از آن 12 واحد کم کنیـم باز هم عدد  ]x می‌دانیـم سـمت چـپ معادلـه عـددی صحیـح اسـت، زیـرا 

x∈ حال داریم: | هم باید صحیح باشد.  |x صحیح خواهیم داشت. پس 
x x x x

x x x x

< − =− ⇒ =

≥ − = ⇒ =




0 3 12 3
0 3 12 6
:

:

¡¡ù


�

و معادله فقط یک جواب دارد.

غیر قابل قبول

قابل قبول

cosx <0 sinx و0>

f x x( ) = − +4 49

f x x( ) = +4 9

x =5 ۱۰
۳

۷

− 94
۴۹
۴

7 1 

1
2

g x f f of( ) ( )= + −2 1

-۳

۴

۲ ۳

۵
۷
۹S١

S٢

-۲-۳-۴

8 1 
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	2 .( ) ( ) ( )fog x f x− =1 11 طبق فرض مسأله داریم:
´Ã¹¨ïÂ¶·»nH»Hnýoö»j

 → =−f x fog x1( ) ( ) الف( �

( ) ( ) ( )gof x f og x− − −=1 1 1 خواستهٔ مسأله:�

f og x fogog x f x

f

x

− − −
−

=1 1 1
1

( ) ( ) ( )(þ²H)¢Lö

�

� �� ��
می‌دانیم ترکیب یک تابع با وارونش، تابع همانی است.�

f og x gof x f x− − −= =1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) �

	3 22 با ضرب عرض نقاط f در a و تقسیم طول نقاط آن بر a و سپس انتقال به پائین به اندازهٔ یک واحد، نمودار تابع g به دست می‌آید:.
مثلث هاشور خورده، سطح مورد نظر سؤال است که مساحت آن را S می‌نامیم. این مثلث با مثلث ABC متشابه است. پس داریم:

S
a
a

S
S

a
a

a
a

a
ABC

ABC

a
∆

∆
= × × = ⇒ = = − = ⇒ − =±  → =>( ) ( )
4 1

2 2
8
9
2

1 4
9

1 2
3 32 0 �

نسبت مساحت دو مثلث متشابه، مربع نسبت تشابه آن‌هاست. )در این‌جا نسبت ارتفاعات را گرفتیم.(

	4 .( ) ( ) ( )(log ) log (log )4
10

2
5

625
100

125
20

25
4

2
5

1 2 12 3 2
= = = = ⇒ =+ − +x x x (( ) ( log )5

2
2 2 3− x 11 ابتدا پایه‌های دو طرف را ساده می‌کنیم تا شبیه هم شوند:�

⇒ = ⇒ + =− ++ − −( ) ( ) (log ) log(log ) ( log )2
5

2
5 1 4 21 2 2 2 32 3x x x x �

⇒ − + = ⇒ − + =(log ) log (log ) logx x x x2 3 22 5 0 6 5 0 �

log
log

x t
t t

t x x

t

= → − + =  →
= ⇒ = ⇒ =

=
2 1 1 1

2
6 5 0

1 1 10

5
oÿÅKÄHoòÍµ]

⇒⇒ = ⇒ =






⇒ =

logx x
x x

2 2
5 1 25 10

10
6

�

	1 .x c2 0+ = x تعریف نشده است. لذا این دو عدد ریشه مخرج هستند.� =±1 11 راه اول: تابع خطی است که در 
x c c c=− → + = ⇒ =− ⇒ =1 2 21 0 1 1( ) �

) تقسیم کرده و باقی‌مانده را برابر صفر قرار می‌دهیم: )x2 1− چون نمودار تابع حاصل خطی است، صورت بر مخرج بخش‌پذیر است، صورت را بر مخرج 

a x x x b
x

a x

a x a x

x a x x b

x

2 3 2
2

2

2 3 2

2 2

2

2
1
2

2

2 2

+ − +
−

+

− +

+ − +

− +

|

|

½kºI¶Â¤IM ::( ) ; ,a x b a b b b a b c2 2 2 2 2 21 2 0 1 2 0 2 4 1 4 1 2− + + = ⇒ = + = ⇒ =− = ⇒ − + = − + = −

�

راه دوم: در این تابع طول )ایکس( حفره، هم صورت و هم مخرج را صفر می‌کند.
x را در صورت کسر قرار داده و حاصل را برابر صفر بگذاریم. =−1 )ریشه مشترک صورت و مخرج است( کافی است 1 و 

x

x

a b

a b

a b=

=−

 → + − + = ⇒

 → − + − + + = ⇒

+ =1 2 3 2

1 2 3 2

21 2 1 1 0

1 2 1 1 0

( ) ( )

( ) ( )

−−

− + =−






 → =− ⇒ =−

1

3
2 4 2

2

2
a b

b b

a

´Ã¹¨ïÂ¶ Íµ] Hn ¾õMHn »j

++ =− =− ⇒ = ⇒ − + = − + =−( ) ( )b a a b c2 1 1 1 4 1 22 2 2 2

�

	2 f است.. x k x a x( ) (| | | |)= − + −3 22 نمودار تابع f متقارن است و با توجه به شکل آن، می‌فهمیم که ضابطهٔ آن به صورت ضابطهٔ توابع گلدانی یعنی 
f a f k a

f k a

a( ) ( ) | |

( ) (| | )

= = ⇒ − =
= ⇒ + =





 →< <3 2 3 2
0 5 3 5

0 3
´Ã¹¨´Ãv£U

33
3

2
5

9
7

7
6

7
6

9
7 3−

+
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = − + −a

a
a k f x x x( ) (| | | |) �

y است. x= −15 3
7 y است. ضابطهٔ وارون این خط به صورت  x=− +7

3 5 ) اکیداً نزولی است که ضابطهٔ آن به صورت  , ]−∞ 9
7 تابع f روی بازهٔ 

	3 .f x x x g x x( ) [ ] ; ( ) [ ]= − = 33 با توجه به شکل می‌بینیم:�

⇒ − = ( )− ( )= −[ ] − −[ ]⇒ − − +fog gof f g x g f x x x x x x x x( ) ( ) ([ ] [ ] ) [ ] [ ] [ ] [ ] [xx]=0 �

ها خارج می‌شوند. [ ] ]− از داخل  ] [ ]x x» توجه داریم که عدد صحیح از براکت خارج می‌شود، پس 

A

B C

3
a

− 1
a a −1

y

x

-۱

9 1 
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	4 44 ابتدا معادله را به صورت زیر ساده می‌کنیم..

log( ) log( ) logx x x x
x x x

x
3 2 3 2

6 12 9 3 1 6 12 9
3 1+ + + − + = ⇒ + + +

+
= �

در کسر داده شده صورت را بر مخرج تقسیم می‌کنیم داریم:
( ) ( )( )x x x x x x3 2 26 12 9 3 3 3+ + + = + + + �

⇒ + + +
+

= + + = ⇒ + + = = ⇒ +log
( )( )

log( ) ( )
x x x

x
x x x x x

2
2 2 1 23 3 3

3 3 3 1 3 3 10 10 3xx− =7 0 �

⇒ = − ± − −
x

3 3 4 7
2
2( ) ( ) �

a است. =37 x و  = − +1
2 3 37( ) که جواب مورد نظر 

	1 f بگذاریم:. x( ) g به جای همۀ ‌xها  x( ) کافی است در تابع  g f x( )( ) 11 برای محاسبۀ 

g x
x

x
g f x

f x

f x

x f x f x
x
x( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
= −

+
 → ( )= −

+
 →→ = +

−1 3
2

1 3
2

2 3
2 ( )=

− +
−

+
−

+
g f x

x
x

x
x

( )
( )1 3 2 3
2

2 3
2 2

�

========

− − −
−

+ + −
−

====== −
¥oTz¶Zoh¶ ÁpIwï½jIw

2 6 9
2

2 3 4 2
2

7
x x

x
x x

x

x−− = − −7
7 1x �

) قرار می‌دهیم: )( )gof x x=− −1 f را برابر  x x
x

( )= +
−

2 3
2 حال معادلۀ 

− − = +
−

 → − − + + = + ⇒ − − =x x
x x x x x x x1 2 3

2 2 2 2 3 3 5 02 2¸Ãõw»¸ÃÎoö �

c است، یکی از ریشه‌ها مثبت و دیگری هم منفی است و معادله یک ریشۀ منفی دارد.
a
=− <5 0 چون 

	2 y یکسان است؛ زیرا انتقال افقی فقط در تغییر دامنه تأثیر دارد.. f x y f x= − =( ) ( )2 » 44  راه اول: برد دو تابع 

] است. داریم: , ]−2 2 حال از روی نمودار مشخص است که برد تابع f بازهٔ 

− ≤ ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒ ≤ − ≤2 2 9 4 1 7 0 4 1 9 0 4 1 3f x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( ) �

≥0 یعنی:� ≤ { }u Max a b, a باشد. آن‌گاه  u b≤ ≤ ] است. دقت کنیم که اگر  , ]0 3 برد تابع مورد نظر 
− ≤ − ≤ → ≤ − ≤ −{ }=9 4 1 7 0 4 1 9 7 9f x f x Max( ) ( ) , �

f حاصل شود. x( ) y را دو واحد به سمت چپ ببریم تا  f x= −( )2 راه دوم: کافی است تابع 

0 خواهد شد و در آخر از طرفین جذر بگیریم. 4 1 9≤ − ≤f x( ) y را رسم کنیم و ببینیم که  f x= −4 1( )

	3 . 44

Ô y x x
x

x
= + − =
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∉
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


[ ] [ ]
;

;
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



�

اگر مخرج کسری صفر مطلق شود، تابع کسری به ازای آن نقاط، تعریف نشده است.

1234

۱ ۲

y x=

-۱-۲

صعودی و اکیداً صعودی نیست

۱ ۲ ۳

y
x

= −1

صعودی و اکیداً صعودی نیست

-۱-۲-۳۱ ۲ ۳

اکیداً صعودی نیست

-۱-۲ y=-۱
۱ ۲ ۳

-۱-۲

روی دامنۀ خود اکیداً صعودی است و
x∈در نقاط             تعریف نمی شود

0 2 
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هزار تست ریاضیات تجربی
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=
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( )x a x a

f x
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g x→ →
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′
′ f باشد؛ داریم:� a g a( ) ( )= =0 x به گونه‌ای باشند که  a= اگر دو تابع پیوسته و مشتق‌پذیر و f و g در 

، کافی است مشتق‌های صورت و مخرج را حساب کنید و در محاسبهٔ حد لحاظ کنید. به این قضیه، قضیهٔ هوپیتال )HOP( می‌گوییم. 00 یعنی در حد 

00 بود به عمل مشتق‌گیری مستقل از صورت و مخرج )هوپیتال( ادامه می‌دهیم. اگر باز هم مبهم 

	2 x بررسی می‌کنیم:. =2 44 بازه‌های گزینه‌های »1« تا »3« شامل عدد 2 هستند، اما بازهٔ گزینهٔ »4« شامل عدد 2 نیست. پس پیوستگی تابع f در 
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
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) پیوسته است. تابع f در این بازه، تابع ثابت صفر است. , )0 2 x ناپیوسته است و از بازه‌های داده شده، فقط در  =2 پس f در 

	3 | را ساده‌تر می‌کنیم:. |x x

x x x

3

3 2
2
1

+ −
− − +

22 روش اول: عبارت 
| | | || |
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∞+ است. ، حد صورت برابر 4 و حد مخرج نیز صفر است. پس حاصل حد حتماً نامتناهی است. از آنجا که مخرج نیز مقداری مثبت دارد، حاصل حد  x =1 در 
x قدر مطلق را تعیین علامت می‌کنیم و داریم: =1 روش دوم: در دو طرف 
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	1 ∋x تعریف می‌شود.. +∞( , )0 y به صورت مقابل است و در  x= log 44 می‌دانیم تابع 

lim log[sin ]
log sin( ) log( )

x
x
x y

x→

− − −→ = =  = −
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 y log sin( ) log( )0 0 ¢±õ¶oÿÅ ½kzº þÄo÷U
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	2 . x =2 a است. می‌بینیم حد تابع در  =2 f باشد، پس  x x x
x

( )= − +
−

2 5 6
2 x در دامنه نیست، پس باید ریشه مخرج کسر  a= 33 از نمودار می‌بینیم 

برابر b است:
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x
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00 سـر و کار داریم. طول حفره، هم‌ریشـه مخرج کسـر اسـت، هم‌ریشـه صورت  هرگاه با حفره در نمودار یک تابع کسـری مواجه شـویم، عموماً )*( یعنی با یک حد 
آن. عرض حفره، جواب حد کسر در ریشهٔ مشترک صورت و مخرج است.

y=−1 است. x∈ تعریف نمی‌شود و حفره دارد. تابع ثابت  y در 
x x

=
+ −
1

[ ] [ ]
* کسر 

x٢ y=
x

x

O

H
OHr

d

c

پاسخ نامه فصل چهارم: حد و پیوستگی
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، کافی است مشتق‌های صورت و مخرج را حساب کنید و در محاسبهٔ حد لحاظ کنید. به این قضیه، قضیهٔ هوپیتال )HOP( می‌گوییم. 00 یعنی در حد 
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) پیوسته است. تابع f در این بازه، تابع ثابت صفر است. , )0 2 x ناپیوسته است و از بازه‌های داده شده، فقط در  =2 پس f در 
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∞+ است. ، حد صورت برابر 4 و حد مخرج نیز صفر است. پس حاصل حد حتماً نامتناهی است. از آنجا که مخرج نیز مقداری مثبت دارد، حاصل حد  x =1 در 
x قدر مطلق را تعیین علامت می‌کنیم و داریم: =1 روش دوم: در دو طرف 
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	1 ∋x تعریف می‌شود.. +∞( , )0 y به صورت مقابل است و در  x= log 44 می‌دانیم تابع 
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	2 . x =2 a است. می‌بینیم حد تابع در  =2 f باشد، پس  x x x
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( )= − +
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2 5 6
2 x در دامنه نیست، پس باید ریشه مخرج کسر  a= 33 از نمودار می‌بینیم 
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00 سـر و کار داریم. طول حفره، هم‌ریشـه مخرج کسـر اسـت، هم‌ریشـه صورت  هرگاه با حفره در نمودار یک تابع کسـری مواجه شـویم، عموماً )*( یعنی با یک حد 
آن. عرض حفره، جواب حد کسر در ریشهٔ مشترک صورت و مخرج است.

y=−1 است. x∈ تعریف نمی‌شود و حفره دارد. تابع ثابت  y در 
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پاسخ نامه فصل چهارم: حد و پیوستگی
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	3 .: x0 22 شرط پیوستگی در نقطۀ 

x0 = حد راست  x0 حد چپ  = f x( )0 �
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	1 57 است.. 30/ x برابر کسینوس سه رادیان می‌شود. چون هر رادیان حدوداً  =1 11 صورت کسر به ازای 
x حساب می‌کنیم: =1 cos و با توجه به دایره مثلثاتی در ربع دوم و عددی منفی است. حال حد چپ و راست را در  ( / ) /3 57 3 171 900 0=( )

lim
cos

( )

( )

x
y

x

x

x y

x y
→

+
+ + +

−
=

−

→ =
− = =

=−∞

→ =
1 2

23
1

1
1 1 0 0

1

Âÿ¹¶jkø

Âÿ¹¶jjkø

( )1 1 0 02− − +− = =
=−∞











�

x به منفی بی‌نهایت می‌رود و گزینه یک درست است. =1 یعنی در دو طرف 

	2 33 باید حد چپ و حد راست و مقدار تابع را مقایسه کنیم:.
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x پیوسته است. =8 پس f در 
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x تابع به منفی بی‌نهایت می‌رود و گزینه 3 درست است. =0 در دو طرف 

	2 lim شود..
x

x a b
x→
+ − =

0

3 1
3 x پیوسته باشد، یعنی a و b را چنان حساب کنیم  =0 11 کافی است تابع در 

در حد بالا، حد مخرج برابر صفر است، پس برای اینکه حاصل حد عددی حقیقی شود، حد صورت نیز باید برابر صفر شود، پس داریم:
lim
x

x a b a b a b
→

+ − = ⇒ = ⇒ =
0
3 3 30 �

در ادامه یکی از دو راه زیر را ادامه می‌دهیم:

lim lim
x

a b

x

x a b
x

x b b
x→

=
→

+ − =  → + − =
0

3

0

331
3

1
3

3
روش اول:�

⇒ + − × + + + +

+ + + +
=

→
lim(

( )

( )

) lim
x

x b b
x

x b b x b b

x b b x b b
0

33 3 23 33 2

3 23 33 2 xx

x b b

x b b
b b

→
+ − = = ⇒ = ⇒ =±

0

3 3
2 2

2
3

1
3

1
3 1 1

( )
�

روش دوم:

lim lim
( )

x

HOP

x

x a b
x

x a

a

a
→ →

+ − = ==== + = ⇒ = ⇒ = ⇒
0

3

0

23

23
231

3

1
3

1
1
3

1
3

1
3 1 aa a bb a2 1 1 1

3
= ⇒ =±  → =±= �

 3 

۰+
۱-

ـ۰

 4 



: حد و پیوستگیمراهل چصفامه نخ ساپ 

167

	2 .f f x
x

( ) lim ( ) ( )
( )

− = = − + =−
→ − +

1 3 1 1 2
1

� 22

حد چپ نیز باید با این مقدار برابر باشد:
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برای محاسبهٔ حد داده شده داریم:�
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→x از 2- بیش‌تر است. پس: −1 مطابق شکل می‌بینیم که f در 

lim
( ) ( )x

x
f x→ + +−

+
+

=
− +

= =+∞
1

1
2

2
2 2

2
0

�

	1 .lim
tan
cos

lim

sin

cos

( sin )
lim

si

x x x

x
x

x

x

x→ → →−
=

− −
=

π π π

2
2
2

22 2 2 2 2 1 2
nn

cos ( sin )
lim

cos

2
2 2 24

1
4

1
4

x

x x xx
= =

→π
� 22

	2 x باید برابر باشد:. =1 33 حد تابع و مقدار آن در 

a f x
x x

x x

x
x x

HOP

x
= = − +

− −
===

−
+

+
−

→ → →
lim ( ) lim lim

1 1 1
3 5 4

3 2

3 5
2 5 4

1 1
3 2xx

=
−

×
+

=
−

=
3 5

2 3
1 1
1

3 5
6

2
13
12 �

	3 .lim ( ) lim
| |

lim
( )

x x x
f x

ax x

bx x

a x

bx x→−∞ →−∞ →−∞
= + −

− −
= + +

− −
=1 1 1 22 2 � 11

b=0 است. برای این‌که حاصل حد عددی حقیقی شود، عبارات صورت و مخرج در حد بالا باید هم‌درجه باشند. بنابراین 

lim
( )

( ) ( )
x

a x

x
a a f x

x x
x→−∞

+ +
−

=− + = ⇒ =− ⇒ = − + − +
−

1 1 1 2 3 3 1 12
�

⇒ = − + −
−

= − +
−

=
→+∞ →+∞ →+∞
lim ( ) lim

| |
lim

x x x
f x

x x

x
x
x

3 1 4 1 4 �

	1 ] برابر 1 است. پس داریم:. ]x ، عبارت  x =1 11 در همسایگی راست 

lim
sin

[ ] cos
lim

sin
cos

lim
sin c

x x x

x
x x

x
x

x

→ → →+ + +
=

+
=

+
=

1 1 11
2 2π

π
π
π

π
oos

cos
lim

sin

cos
lim tan

π

π

π

π
π

x

x

x

x
x

x x

2
2 2

2

2
22 1 1

= = =−∞
→ →+ +

�

	2 x بررسی می‌کنیم:. =1 44 کافی است پیوستگی را در 
lim ( ) lim ( )
x x
f x

x bx
x

f a
→ →

= + −
−

= =
1 1

3 4
1 1 �

x صفر شود: =1 برای این‌که حاصل حد بالا موجود باشد، لازم است صورت عبارت نیز به ازای 
( ) ( )1 1 4 3 0 33 + − = − = ⇒ =b b b �

حال مقدار a را که همان حاصل حد است، با استفاده از قضیهٔ هوپیتال به دست می‌آوریم:
a

x x
x

x

x

HOP

x
= + −

−
=== + =

→ →
lim lim

1

3

1

23 4
1

3 3
1 6 �

-۱ ۱ x

y

۴
۴+

(-۱)-

y=۲x٢-۲
 =۲x(x-۱)

x
۱

-۲ A(۱,-۲)

y

2 2 

3 2 



168

هزار تست ریاضیات تجربی

	3 33lim برای به دست آوردن حاصل حد، باید از داخلی‌ترین تابع شروع کنیم:. ( )
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	1 ) به‌صورت زیر است:. , ( ))x f x ) و  , ( ))2 2f 44 رابطهٔ شیب خط واصل نقاط 
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f′ است، به صورت زیر به دست می‌آید: ( )2 x یا  =2 x که همان مشتق تابع در  =2 حال با توجه به این رابطه، شیب خط مماس بر نمودار f در 
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3 2 x بگیریم.� =2 باید از دستور محاسبه شیب خط واصل، حد در 

	2 33 می‌دانیم توابع قدرمطلقی در ریشه ساده داخل قدرمطلق و توابع رادیکالی در ریشه زیر رادیکال مشتق‌ناپذیرند )به شرطی که مرتبه تکرار ریشه از فرجه .

برقرار است،  x≤1 x مشتق‌ناپذیر است، اما وقتی ضابطه دوم به ازای   =4 x و  =0 x در  x( )−( )45 x و ضابطهٔ دوم  =2 بیش‌تر نباشد(. پس ضابطه اول در 

x را به حساب می‌آوریم.  =0 تنها 
x ناپیوسته و مشتق‌ناپذیر است؛ زیرا: =1 هم‌چنین f در 
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	3 ) را تشکیل می‌دهیم:. )( )fog x ) مشتق بگیریم، لذا  )( )fog x 22 برای محاسبهٔ حاصل عبارت داده شده، به سادگی می‌توان طبق قضیه مشتق تابع مرکب از 
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x

= −1 3 حال از 
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fog′ = − − = ⇒ ′ =0 3 3 2 3
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	4 x برای f نقطهٔ بحرانی . =0 x مشتق‌پذیر نیست و =0 x تعریف نشده است. پس تابع پیوسته f در =0 ، می‌بینیم تابع مشتق در ′f 11 طبق نمودار تابع

x مشتق از منفی به مثبت  =0 x نقطهٔ بحرانی از نوع گوشه است. چون در ′ پس0= = ≠ ′ = +∞− +f f( ) ( )0 0 0 محسوب می‌شود و گزینه 1 جواب است. می‌بینیم

x نقطهٔ مینیمم است. این نقطه هم نسبت به همسایهٔ چپ و راست خود پایین‌تر است و هم نسبت به سراسر دامنه پس هم  تغییر علامت داده است، پس0=

مینیمم مطلق است و هم مینیمم نسبی و می‌توان تابع را به صورت یکی از توابع زیر در نظر گرفت که در راستای محور ‌yها بالا یا پایین می‌روند. این توابع فقط 

در عدد ثابت متفاوتند. 
دقـت کنیـد اگـر دو یـا چنـد تابـع فقـط در عـدد ثابت متفاوت باشـند )یک دسـتهٔ منحنی که در راسـتای محور ‌yها بالا و پایین می‌روند( دارای مشـتق یکسـان هسـتند، 

ضابطهٔ پیشنهادی f را می‌توان به صورت زیر در نظر گرفت:
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هر خط شیب صفر، بر هر خط شیب بی‌نهایت عمود است. 

f′ موجود نباشد. )مشتق‌ناپذیر( نقاط سر و ته بسته بازه را هم بحرانی می‌گیریم:	¿ c( ) ′ باشد )مماس افقی( یا =f c( ) C بحرانی است اگر0 Df∈ نقطهٔ بحرانی:

   ′ =f c( ) 0 �

مماس قائم
(عطف قائم)

مماس قائم
(بازگشت)
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(بازگشت)

گوشه ناپیوسته
  ′ =f c( )   jnHkº j¼]» �

x٢ y=
x

x

O

H
OHr

d

c

پاسخ نامه فصل پنجم: مشتق و کاربرد مشتق

 1 

x

y

y=x٢

۰=m m′=۵

y=   x

	5 b+10 در نظر می‌گیریم و داریم:. a+6 و  33 ابعاد کاغذ را 
y b a

ab

= +( ) +( )
=





2 5 2 3
60

( ) ( )
�

y ab b a b
b

y b b
b

= + + + = + + ⇒ = + +
60

6 10 60 120 6 10 60 6 600 120( ) ( ) �

′ باشد: =y b( ) 0 ، مینیمم می‌شود که  y b( ) در نقطه‌ای 

⇒ ′= − = ⇒ = ⇒ =y
b

b b6 600 0 100 102
2 �

	1 .[ ( ) / ]5 2
3

10
3 3 33 3x = = = = ] را پیدا کنیم:� ]5x x حاصل عددی  = 23 22 کافی است در یک همسایگی

f x ax x ax( ) [ ]= − = −5 2 3 2
3


x به صورت رو‌به‌رو است:� = 23 پس ضابطهٔ تابع f در همسایگی 

′ = = − ⇒ =−f a a a( )
2
3 3 2 1 1 �

	2 . f x x x x
x

( ) ( )

→
− = − =−

0
23 3 23 233 1 x هم‌ارز جملهٔ کم‌توان خود به صورت f در همسایگی0= x x x( )= −3 23 3 44 تابع

و به شکل روبه‌روست: 
′ تابع مشتق در سمت چپ صفر مثبت و در سمت راست منفی و گزینهٔ »4« درست است. = −∞≠ ′ = +∞+ −f f( ) ( )0 0 و می‌بینیم:

	3 a نامثبت باشد:. b,[ ] 11 باید مشتق تابع f در بازۀ 

′ = + −  → + − = + − ≤ ⇒ ∈ −′ ≤
f x x x x x x x x

f x
( ) ( )( ) [ , ]

( )2 0 25 6 5 6 6 1 0 6 1 �

2− است.  5/ ] خواهد بود که نقطۀ میانی آن  , ]−6 1 b بیشینه باشد، بازۀ مورد قبول همین  a− اگر 

	4  است و داریم:. 22 دامنۀ تابع، 

f x
x x

x x

x

x
f x

x

x

x

x

x

x

( )
( )

( )

;

;
( )

;

;
=

− +

−

<
≥
⇒ ′ =

−

−

<

≥

1

1

1
1

2 5
3
5 2
3

123

23

3

3
11



















�

x نیز که طول نقطۀ مرزی ضابطه است،  =1 x مشتق برابر صفر دارد. در  = 25 x مماس قائم دارد و مشتق‌ناپذیر است. هم‌چنین در  =0 واضح است که تابع در 
مشتق‌های چپ و راست نابرابر دارد، پس در این نقطه نیز مشتق‌ناپذیر است. در نتیجه نمودار تابع f، 3 نقطۀ بحرانی دارد.

x ریشهٔ مضاعف زیر رادیکال فرجهٔ  =0 x ریشـه سـاده داخل قدرمطلق طول نقطهٔ مشـتق‌ناپذیر و گوشـه است. عدد =1 f عدد x x x( ) | |= −1 23 راه دوم: در تابع

y می‌توان از قدرمطلق صرف‌نظر و f را در g ضرب کرد و سپس  f x g x=| ( ) | ( ) ∞ و مماس قائم )بازگشت( است. در موارد فرد و طول نقطهٔ مشتق‌ناپذیر با مشتق

مشتق را برابر صفر گذاشت تا نقاطی که مماس بر تابع افقی است را یافت. 

y x x x x x x= − = − = −( ) ( )1 123 2
3

5
3

2
3 �

′= − = − → ′=
−

y x x x
x

y
5
3

2
3

5
3

2
3

0
2
3

1
3 23

3 �

5
3

2
3

2
5

2
5

23
3

33x
x

x x= → = → = �

	5 33 بهتر است تابع را با تعیین علامت عبارت داخل قدر مطلق رسم کنیم..

y x x
x x x

x x x
= − + =

− + ≥

+ + <






2

2

2
3 2

3 2 0

3 2 0
| |

;

;
�

x است. =0 x و  =±32 می‌بینیم نمودار تابع دارای سه اکسترمم نسبی به طول‌های 

۵ ۵

۳

۳

a

b

 2 

y

x

۲

۲۱-۱-۲

y x x= + +2 3 2 y x x= − +2 3 2
x ≥0x ≤0

−32
3
2⇒

۲

-۱-۲

−32

۲

۲۱

3
2
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Ô :شکل‌های مختلف تابع درجهٔ سوم در حالت کلی

f x ax bx cx d

f x ax bx c

y

y

y

( )

( )

= + + +

′ = + + =

<

>

<












′

′

′

3 2

23 2 0

0

0

0

∆

∆

∆







�

وقتی مشتق تابع درجه سوم دو ریشه دارد و تابع دو اکسترمم دارد و ممکن است به صورت‌های زیرمحور ‌xها را قطع کند. 

ymax

ymax .ymin<۰

ymin

ymax ymax
ymin ymin

ymax .ymin=۰ymax .ymin>۰ �

 در این تست نمودار باید سه ریشه بدهد که قدرمطلق آن 5 نقطهٔ بحرانی داشته باشد. 

�

	5 9 است، پس حجم جعبه به دست می‌آید.. 2− x 12 و  2− x 22 ارتفاع جعبهٔ روباز همان x است و ابعاد قاعده 
V x x x x V x x x x( ) ( )( ) ( )= − − ⇒ = − +12 2 9 2 4 42 1083 2 �

مشتق می‌گیریم و برابر صفر قرار می‌دهیم:
′ = − + = − +  → = ±′ =
V x x x x x x

V x
( ) ( )

( )12 84 108 12 7 9 7 13
2

2 2 0 �

x قابل قبول است. = −7 13
2 واضح است که 

	1 .f f( ) ( )7 2
7 2
−
−

33 آهنگ متوسط برابر است با:�

⇒ آهنگ متوسط = − = − =9 4
5

3 2
5

1
5 �

آهنگ لحظه‌ای نیز همان مشتق تابع است:

x a= = آهنگ لحظه‌ای در  ′ =
+

= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = =f a
a

a a a( ) /
1

2 2
1
5 2 5

2 2 25
4

17
4 4 25 �

x برابر است. =4 25/ آهنگ متوسط مورد نظر با آهنگ لحظه‌ای تابع در 

	2 x را بررسی می‌کنیم. در ابتدا باید پیوسته باشد:. =0 22 هر کدام از ضابطه‌ها روی دامنه‌هایشان مشتق‌پذیرند، پس کافی مشتق‌پذیری در 
lim ( ) lim ( )

lim ( ) ( )

x x

x

f x ax

f x f b b

→ →

→

− −

+

= − =−

= = − = −









0 0

0

2 2

0 1 1 1
ÂÂ«Tw¼ÃQ → − =− ⇒ =1 2 3b b �

x بررسی می‌کنیم: =0 حال مشتق‌های چپ و راست تابع را در 

′ =
<

−
+

≥






⇒

′ =

′ = −







−

+

f x

a x

x
x

f a

f
( )

;

;

( )

( )

0
3

2 1
0

0

0 3
2

�

a باشد. =−32 شرط مشتق‌پذیری آن است که 

	3 f′ اکسترمم‌های نسبی f هستند، بنابراین تابع f یک مینیمم نسبی )مشتق‌پذیر( در چپ‌ترین قسمت نمودار دارد.. 22 ریشه‌های سادهٔ 

x نقطهٔ بازگشتی نمودار f است. در نتیجه نمودار گزینهٔ »2« درست‌ترین نمودار است. x= 0 lim باشد،  ( )
x x

f x
→

′ =±∞
0

همچنین اگر 

a<۰a>۰

a<۰a>۰

a<۰a >۰

3 2 
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هزار تست ریاضیات تجربی

	4 .( ) ( ) ( ) ( ) (*)gof f g f′ = ′ ′( )1 1 1 � 11
f

f x x
x

f

g x
x

x g

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

2 1
2

1 2 1
2

5
2

1
3

4 3 2 1
323 2

=

′ = + ⇒ ′ = + =

′ = − ⇒ ′ = −112 35
3

1 5
2

35
3

175
6

=−













→ ′ = × − =−(*)
( ) ( ) ( )gof �

	5 .f x x x x( ) ;= − ≤ ≤20 0 20 در نظر بگیریم:� f x( ) 44 )*( می‌توانیم فاصلهٔ نمرهٔ تعدیل شده از نمرهٔ خام را

′ = −  → = ⇒ = ⇒ =′ =
f x

x
x x x

f x
( )

( )10
20

1 20 10 20 100 50 نقطهٔ بحرانی تابع را به دست می‌آوریم:�

f است. ( )5 5= بیش‌ترین افزایش نمره به ازای نمرهٔ 5 رخ می‌دهد که برابر 

y باشـد  x= 20 * قطعـاً شـنیده‌اید کـه گاهـی وقتـی نمرات شـاگردان یک کلاس خیلی پایین می‌شـود، نمـرات را روی نمودار یا منحنی می‌برند. این منحنی می‌تواند

 y= = =20 1 20 4 47( ) / که x نمرهٔ خام و y نمرهٔ تعدیل شده و بهبود یافته است. مثلاً اگر شخصی در آزمون  نمرهٔ یک از بیست نمره بگیرد با این تعدیل نمره جدیدش

x گرفته‌اند.  =20 x یا =0 f می‌باشد، بدیهی است که اشخاصی که نمرهٔ x x x( ) / /= − = − =20 4 47 1 3 47 خواهد شد و اختلاف نمرهٔ جدید و قدیمش از هم

نمراتشـان عوض نمی‌شـود. سـؤال اینجاسـت که به کدام‌یک از بچه‌های کلاس نمرهٔ بیشـتری اضافه می‌شـود و اختلاف نمرهٔ قدیم و جدیدش از بقیهٔ بچه‌ها بیشـتر 
=y شـده و قبول می‌شـود! بیشـترین مقدار  = =20 5 100 10( ) اسـت کـه بـا محاسـبهٔ انجـام شـده، مربـوط بـه فردی اسـت کـه 5 گرفته کـه بعـد از تعدیل نمـره‌اش

افزایش نمره برای اوست و داریم:
f x x x f( ) ( ) ( )= − → = − = − =20 5 20 5 5 10 5 5 �

	1 f در صورت کسر داریم:. ( )1 44 با اضافه و کم کردن 

lim
( ) ( )

lim
( ) ( ) ( ) ( )

li
h h

f h f h

h

f h f f h f

h→ →+ +

+ − − =
+ − − − −[ ]

=
0 0

1 1 1 1 1 1
mm

( ) ( )
lim

( ) ( )

h h

f h f

h

f h f

h→ →+ +

+ − − − −

0 0

1 1 1 1 �

lim
( ) ( )

lim
( ) ( )

( ) ( )
h H

f h f

h

f H f

H
f f

→ →
+ −+ −

+ − + + − = ′ + ′
0 0

1 1 1 1 1 1 �

x به دست می‌آوریم: =1 h− را H در نظر گرفته‌ایم. پس مشتق‌های چپ و راست f را در  دقت کنید که در حد دوم، 

f x

x x x x

x x x x

f x
x x x

x x x
( )

;

;

( )
;

;
=

− + <

+ − ≥
⇒ ′ =

− + <

+ −

1
3 1

1
3 1

2 1 1

2 1

3 2

3 2

2

2 >>















⇒ ′ = ′ =+ −1
1 0 1 2f f( ) , ( ) �

⇒ + − − = ′ + ′ =
→

+ −+
lim

( ) ( )
( ) ( )

h

f h f h

h
f f

0

1 1 1 1 2 �

روش دوم:

lim
( ) ( )

lim
( ) ( ) ( )

h

HOP

h

f h f h

h

f h f h

→ →+ +

+ − − =  →
′ + − − ′ −

0 0

1 1 0
0

1 1 1 1
1 == ′ + ′ = + =+ −f f( ) ( )1 1 2 0 2 �

f x
x

x x

x
x x x

x
x x x

( ) | |= + − =
+ − ≥

− + <










3
3 2

3 23 1 3 1

3 1
�

′ =
+ − > ′ =

− + < ′ =







+

−

f x
x x x f

x x x f
( )

( )

( )

2

2

2 1 1 1 2

2 1 1 1 0
�

	2 y نباید ریشه ساده داشته باشد یا حداکثر ریشهٔ مضاعف داشته باشد.. kx k x= + + +4 22 2( )  مشتق‌پذیر باشد، تابع  11 برای این‌که تابع f روی 

y تبدیل می‌کنیم، در نتیجه این سهمی جدید یا باید ریشهٔ مضاعف داشته باشد یا باید دو  kt k t= + + +2 2 2( ) x تابع درجهٔ 4 بالا را به سهمی  t2 = با تغییر متغیر 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 4 2 0 4 4 2 0 22 2 2∆= + − = ⇒ − + = − = ⇒ =k k k k k k ریشهٔ منفی داشته باشد تا شرایط لازم در مورد تابع درجهٔ 4 برقرار باشد. پس داریم:�

( ) [ , ]2

0 2

0 2 0 2 0 2 0

0 2 0 0

∆> ⇒ ≠

< ⇒− + < ⇒ + > ⇒ ∈ − −

> ⇒ > ⇒ >











k

S
k
k

k
k

k

P
k

k

 �

4 2 
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∋k به دست می‌آید. +∞ −( , ) { }0 2 از اشتراک جواب‌های حالت دوم 

k≥0 k در نظر بگیریم، جواب کلی به دست می‌آید:� =2 حال اگر اجتماع این جواب را با 
 مشتق‌پذیر است. f به دست می‌آید که باز هم روی  x x( ) ( )= +2 12 k نیز تابع  =0 دقت کنید که به ازای 

f x ax bx c( )= + +4 2 f که به تابع دومجذوری معروف است را بدانیم:� x ax bx c( )= + +4 2 بد نیست اشکال مختلف تابع

′ = + = → + = → = =± −
f x ax bx x ax b x x

b
a

( ) ( ) ,4 2 0 2 2 0 0 2
3 2 �

x مماس افقی دارد.  =0 x تعریف شده است و تابع 3 مماس افقی موازی محور ‌xها دارد. در غیر این صورت فقط در b
a

=± −
2 b باشد،

a
<0 دقت کنید اگر

b
a
<0    

a<۰a>۰
�

b
a
≥0     

a<۰
a>۰ �

′ تعداد مماس‌های افقی را یافته و سـپس  =f x( ) f کافی اسـت با عمل0 x ax bx c( )= + +4 2 b و a را حفظ کنید بلکه برای تشـخیص نمودار
a

لازم نیسـت علامت

′ در = − =f x x x( ) 4 4 03 f با x x x( )= − +4 22 ∞− بدهیم تا مشخص شود که از کدام ناحیهٔ مختصات تابع شروع می‌شود. مثلاً تابع1 به تابع )به جملهٔ پرتوان(

)A در تابع صادق است، از ناحیهٔ دوم می‌آید و نمودارش به صورت زیر است: , )−∞ +∞ x سه مماس افقی دارد وچون = ±0 1,

x به یک معادلهٔ درجه دوم تبدیل شده و قابل حل است.  t2 = ax نیز می‌دانیم که با تغییر متغیر bx c4 2 0+ + = برای حل کردن

 مشـتق‌پذیر اسـت، عبارت داخل قدرمطلق نباید ریشهٔ  f روی x kx k x( ) | ( ) |= + + +4 22 2 در این تسـت که گفته شـده تابع

سـاده بدهد یعنی یا ریشـه ندهد یا ریشـه مضاعف بدهد. چون اگر عبارت داخل قدرمطلق ریشـه سـاده داشـته باشـد، تابع f در 
آن نقاط گوشه داشته و مشتق‌ناپذیر است. 

	3 . 22
f x x

Df

f

( ) ( ) ;
[ , )

= + −
=

= − +∞




1 1
1

2 



�

g x x x Dg( ) ; [ , )= − + = − +∞1 1 �

با توجه به اطلاعات بالا، دامنهٔ تابع gof کل مجموعهٔ اعداد حقیقی به دست می‌آید. حال ضابطهٔ آن را به دست می‌آوریم:

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) (gof x g f x f x f x x x gof x x= ( )= − + = + − − + ⇒ = +1 1 1 1 12 2 )) | |2 1 1− + −x �

⇒ =
+ + <−

+ − ≥−






⇒ ′ =

+ <−
( )( )

;

;
( ) ( )

;
gof x

x x x

x x x
gof x

x x2

2
3 1 1

1 1

2 3 1
22 1 1

3
2 1

1
2 1

0
x x

x

x

gof

+ >−
 →

=− <−

=− >−

















′=

;

( ) �

x نیز واضح است که مشتق وجود ندارد، پس مجموع طول نقاط بحرانی برابر 3- است. =−1 در 

	4 44 با توجه به نمودار، ریشهٔ مخرج منفی است؛ زیرا مجانب قائم در سمت چپ محور y قرار دارد:.

( ) (*)a x a x
a
a

a− − = ⇒ =
−

< ⇒ < <3 0 3 0 0 3 �

lim است: ( )
x

f x
→+∞

<0 همچنین 

lim ( )
x

f x
a
a

a
→+∞

= +
−

< ⇒ <
2 1
3 0 3 �

f>′ است. 0 0 است. از طرفی نمودار داده شده اکیداً نزولی است، پس  3< <a پس تا این‌جا حدود a به صورت 

′ = − + − − = − − + < ⇒ + − == −f x
a a a a a

a a a( )
( ) ( )

( )(
*

2

2
3

2
31 3 2 3 0 2 3 1

Zoh¶ Zoh¶

aa a a2

0

3 0 1+ + > ⇒ >
<

)

∆
� �� �� �

a−1 بخش‌پذیر است. a است و عبارت بر  =1 * جمع ضرایب صفر است و یک ریشه 

1 به دست می‌آید. 3< <a  ،a 0 حدود نهایی 3< <a با در نظر گرفتن شرط 

	5 ∞+ نیز برابر صفر است:. f و حد تابع در  ( )0 0= ] است.  , )0 +∞ 33 دامنهٔ تابع بازهٔ 

lim ( ) lim lim
x x x

f x
x

x x x→+∞ →+∞ →+∞
= = =6

2
3 0 �

x٢= t
-١ ١

١
Α(−∞,+∞)
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حال مختصات نقطهٔ بحرانی تابع را پیدا می‌کنیم:

′ = + −

+
= −

+
 → =′ =

f x
x x x x

x x

x x

x x
x x

f x
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )6 1 2 6 3
1 2

6 6
1 2

12 2
0 ⇒⇒ = ⇒ = =x f1 1 6

3 2( ) �

] است. , ]0 2 پس برد تابع f بازهٔ 

برای درک بهتر تابع را هم رسم کرده‌ایم:
f x

x

x x
D xf( ) :=

+
≥6

1 2
0 �

x≥0 است، صورت و مخرج تابع هر دو، مثبت و تابع بالای محور ‌xها بوده و ارزش آن‌ همواره مثبت است.  چون

lim ( )f x
x

x x xx→+∞

+=== = = =
·H¼UoQ 6

2
3 0 0 �

∞+→x تابع از مقادیر بیشتر و بالاتر به سمت صفر میل می‌کند و بالای محور ‌xهاست.  ∞+ می‌بینیم که وقتی با توجه به حد کسر در

lim ( )f x
x

x

x

=== =
→

·H¼Uï´¨

6
1 6

0
�

x مشتق بگیریم.  =0 x بخواهند، می‌توانیم از هم‌ارز آن در =0 . یعنی اگر مشتق تابع را در ′ =f ( )0 6 y است. جالب است که x=6 x شبیه خط در حوالی0=

x

٠

۱۰

۰ ۰+۲

۶
+∞

+

y

y′

        

۲

۱ �

Rf است.  :[ , ]0 2 با توجه به شکل

	1 44 از تعریف مشتق استفاده می‌کنیم:.

′ = −
−

= − +
−

=−
→ → →− − −

f
f x f

x

x ax x

xx x x

( ) lim
( ) ( )

lim
( ) [ ]

lim1 1
1

1 2
11 1

3

1
aax x a+ =23 3[ ] �

′ = + = ++
→ +

f ax x a
x

( ) lim [ ]1 2 2
1
3 3 به‌طور مشابه برای نیم‌مماس راست داریم:�

a a a a a a( ) ( )+ =− ⇒ + + = + = ⇒ =−2 1 2 1 1 0 13 2 2 ′ باشد:� ′ = −− +f f( ) ( )1 1 1 برای این‌که نیم‌مماس‌ها عمود باشند، باید 

	2 S است:. x xf x( ) ( )= 22 تابع مساحت مستطیل هاشورخورده برابر 

S x x x x x x

x S x x x
( ) ( )

( ) ( )

= − = − + ⇒
= = ′ = − + =

1 2
2 2 3 4 1

2 3 2
2

2nj ÁHï¾Êd² ª¹ÀA ==

= − = − =






⇒

5

0 2 2 0
2

2 0
2 1[ , ]

( ) ( )
nj ôw¼T¶ ª¹ÀA

ÁHï¾Êd² ª¹ÀA

ôw¼T
S S

¶¶ ª¹ÀA

=5 �

	3 f است.. ( )3 1= ′ و  =f ( )3 1
6 11 با توجه به نمودار 

′ = =f x( )3 3 = شیب مماس بر f  در  = =∆
∆
y

x

1
2
3

1
6 �

′ =

+ − ′ +

+( )
⇒ ′ =

− ×
g x x

f x x x f x

f x

g( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
(

1
3

2 2 2

2
1

1
3 2 1

623
2 3 2

2 2

))

1
02 = �

	4 . y
x

= 2 22 بهتر است نمودار تابع را رسم می‌کنیم. ضابطه اول یک تابع درجه 3 و ضابطه دوم همان 

است که یک واحد به بالا رفته است.

f x
x x

x
x x

( )=
− < <

+ ≤− ≥







3 1 1

1 2 1 1IÄ

�

با توجه به نمودار بالا، بیش‌ترین مقدار تابع )ماکزیمم مطلق( برابر 3 و کم‌ترین مقدار آن )مینیمم مطلق( برابر 
1- است که اختلاف آن‌ها برابر 4 است.

5 2 

x

y

۳

-۱

-۱
-۲ ۱

۱
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