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مقدمه مؤلف

بسمه ‌تعالی

سلام و عـرض ادب و احتـرام خدمـت یکایـک دانش‌آمـوزان محتـرم کـه هم‌اکنـون مشـغول مطالعه این 
کتـاب هسـتند. امیـدوارم  تـا بـه امـروز در مسـیر درسـتی قـرار گرفتـه باشـید و بهترین‌هـا در انتظارتـان 
باشـد. رقابـت دوسـتان نظـام قدیـم به اتمام رسـیده و اکنون نوبت شماسـت کـه در این ماراتـن بجنگید 
تـا بـه اهـداف و آرزوهایتان برسـید. درس ریاضـی از تأثیرگذارترین دروس رشـته تجربی اسـت که با یک 
برنامه‌ریـزی و مطالعـه اصولـی می‌توانیـد بـه سـرعت شـاهد افزایـش درصـد خـود باشـید؛ پـس توصیـه 

می‌کنـم بـه ایـن درس با دقـت و توجـه بیشـتری بپردازید. 
مـن تمـام تجـارب خـود را در طـی چنـد سـال گذشـته کنـار هم گذاشـتم تـا یک کتـاب کامـل و در عین 
حـال خلاصـه را تقدیـم شـما عزیـزان کنـم و در ایـن کتـاب هیـچ مطلبـی خـارج از کتـاب درسـی گفتـه 
نشـده و تمـام تلاشـم بـر ایـن بـوده کـه کتـاب بـا رویکـرد جدیـد مؤلفیـن کتـاب درسـی منطبق باشـد؛ 
داشـته‌اند،  تسـت  طراحـی  قابلیـت  ...کـه  و  فعالیت‌هـا  کاردرکلاس‌هـا،  تمرین‌هـا،  تمـام  از  بنابرایـن 

اسـتفاده کـرده‌ام.
تسـت‌های کنکـور سـنوات گذشـته در کتـاب آورده شـده تـا شـما بـا حـلّ ایـن تسـت‌ها و تسـت‌های 

تألیفـیِ برگرفتـه از کتـاب درسـی بـه اوج آمادگـی برسـید.
در نهایت از خداوند می‌خواهم که هر آنچه به صلاحتان است، برایتان اتفاق بیفتد.

 �



تشکر و قدردانی

 از مدیـر محتـرم انتشـارات دریافـت، آقـای دکتـر هامـون سـبطی اسـتاد گرانقـدر و عزیـزم کـه طی این 
سـال‌ها همـواره پشـتیبان مـن بودنـد و حمایتشـان را از مـن دریـغ نکردنـد، تشـکر می‌کنـم؛ بی‌شـک 

علاقـه مـن بـه تدریـس و تألیـف، نتیجـه تدریـس بی‌نظیـر ایشـان در گذشـته بوده اسـت.
 از مدیـر تألیـف محتـرم نشـر دریافـت؛ آقـای علـی امین‌صادقیـه و همین‌طـور مدیـر فنّی، جنـاب آقای 

حسـین نـوری بابـت پیگیـری و نظارت بـر آماده‌سـازی کتاب بسـیار سپاسـگزارم.
از اسـتاد گرانقـدر آقـای مهنـدس سـروش مویینـی کـه منـت بـر مـن گذاشـته و در جهـت بهبـود کتـاب، 
نظـرات سـازنده‌ای ارائـه دادند، تشـکر می‌کنم. از اسـاتید محترم آقایان احسـان لعل، آریـن تفضلی‌زاده، 
امید شـیری‌نژاد، و محمدسـجاد نقیه بابت بازخوانی علمی برخی فصول نهایت تشـکر را دارم. از اسـتاد 
محمدحسـین انوشـه دبیـر برجسـته شـیمی کنکـور کـه هماننـد پـدری مهربـان همـواره مشـوّق مـن در 
حـوزه آمـوزش بوده‌انـد، تشـکر می‌کنـم. از اسـتاد علی پناهی‌شـایق، دبیر برجسـته زیسـت کنکـور بابت 

دلگرمی و تشـویق ایشـان سپاسـگزارم.
از خانم‌ها زهرا محمدبیگی و زهرا خطیبی بابت ویرایش علمی کتاب تشکر می‌کنم.

از تیـم تایـپ، خانم‌هـا فرناز صفی و افسـانه بابایـی؛ صفحه‌آرایی، خانم مینا طاهرشـمس؛ رسـم تصاویر 
و اَشـکال، خانـم زهـرا امیـن صادقیـه و آقـای شـاهرخ آریـا و سـرکار خانـم طاهـره السـادات فاطمی که 

زحمـات بسـیاری در چاپ کتاب متحمّل شـدند، بسـیار سپاسـگزارم.
در نهایـت از تمامـی دانش‌آمـوزان و دبیـران محتـرم در سراسـر کشـور خواهشـمندم نظـرات خـود را از  

یکـی از راه‌هـای زیـر بـا بنـده در میـان بگذارند. 
 masoud.ghazali1994@gmail.com�

 masoud.ghazali_riyazi�

 @riyazi_20�

�موفق و سربلند باشید
�مسعود غزالی بینا 
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فصل 10 

حد و پیوستگی
مطالب این فصل عمدتاً ساده و تست‌های آن قابل حل هستند. اهمیت این فصل بسیار زیاد است و با توجه به 
حجم آن توصیه می‌کنم این فصل را با دقت مطالعهک نید و امتیازش را از دست ندهید. در این فصل دربارهٔ 
، حد بی‌نهایت، حد در بی‌نهایت،  0

0 بخش‌‌پذیری، همسایگی، فرآیندهای حدی و محاسبهٔ حد توابع، رفع ابهام 
پیوستگی و ... صحبت می‌کنیم.

تعداد تست در کنکور 98: 4 �
تعداد تست در کنکور 98 خارج: 4 �
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10ـ1	 بخش‌پذیری 	
تقسیم،  این  قسمت  خارج  فرضک نیم  تقسیمک نیم.   ( )x a− اول  درجه  دوجمله‌ای  بر  را   f x( ) دلخواه  چندجمله‌ای  می‌خواهیم 

Q و باقی‌ماندهٔ آن عدد ثابت R باشد: x( ) چندجمله‌ای 
 
f x x a

Q x

R

( )

( )

−

 �

f x x a Q x R( ) ( ) ( )

³¼v£¶

¾Ã± ø³¼v£¶

Sµv¤ZnIi

½kºI¶ïÂ¤

� ��

� ����

� ���
= − +

IIM

��� آن‌گاه رابطهٔ تقسیم به صورت روبه‌رو است:�

این رابطه به ازای تمام مقادیر x درست است. از این مطالبی ک قضیه وی ک نتیجه استخراج می‌شود.
f است. a( ) ، باقی‌ماندهٔ تقسیم برابر  ( )x a− f بر دو جمله‌ای درجهٔ اول  x( ) قضیه: در تقسیم چندجمله‌ای 

) بخش‌پذیر است. )x a− f بر  x( ) f آن‌گاه  a( ) = 0 نتیجه: اگر 

تست	:1  x بخش‌پذیر است. مجموع کوچک‌ترین ریشه و بزرگ‌ترین ریشهٔ معادلهٔ  2 f بر  x x ax x( ) == ++ −−4 3
8 به ازای مقداری از a چندجمله‌ای 

f کدام است؟ x( )  0

 − −1 5  )4 	-2 )3 	 − +3 5  )2 1( صفر	

پاس 3	 :خ

x بخش‌پذیر است، پس: +2 x بر دوجمله‌ای درجهٔ اول  ax x4 3
8+ − چون چندجمله‌ای 

 x x f+ = ⇒ = − ⇒ − =2 0 2 2 0( ) �

 ( ) ( ) ( )− + − − − = ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =2 2 8 2 0 16 8 16 0 8 32 4
4 3a a a a حال مقدار a را می‌یابیم:�

x تقسیم می‌کنیم تا ریشه‌های دیگر را بیابیم: +2 f را می‌نویسیم و بر  x( ) مجدداً 
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− است که مجموعه این دو عدد برابر است با: +1 5 − و بزرگ‌ترین ریشه،‌ −1 5 در نتیجه کوچک‌ترین ریشه، 

 − − − + = −1 5 1 5 2 �

10ـ2	 همسایگی 	
ی ک همسایگیx0 می‌باشد. ( , )a b x آن‌گاه بازهٔ  a b0 ∈ ( , ) هر بازهٔ باز شامل عددحقیقی x0 رای ک همسایگی x0 می‌نامیم. به عبارت دیگر اگر 
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مثا x	 :ل
۲ ۵ ۶

) یک همسایگی برای عدد 5 است.� , )2 6 بازهٔ 

ی ک  ( , ) ( , )a x x b0 0 ی ا  ( , ) { }a b x− 0 x0 باشد، آن‌گاه مجموعهٔ  ی ک همسایگی عدد حقیقی  ( , )a b همسایگی محذوف: اگر بازهٔ 

ی ک همسایگی محذوف 3 است. ( , ) { }
5

2

4 3− x0 نامیده می‌شود. مثال: مجموعهٔ  همسایگی محذوف 

x
۳ ۴5

2 �

 ( , )x r x0 0− x0 نامیده می‌شود. همچنین،‌ ی ک همسایگی راست  ( , )x x r0 0 + همسایگی چپ و راست: اگر r عددی مثبت باشد آن‌گاه 
x0 می‌نامیم. رای ک همسایگی چپ 

مثا x	 :ل
۱ ۳۰ ۲1

2

) یک همسایگی چپ 2 است.� , )1

2

2 ) یک همسایگی راست 2 و بازهٔ  , )2 3 بازهٔ 

تست	:2  ) یک همسایگی برای کدام یک از اعداد زیر است؟ , )b a ) یک همسایگی محذوف عدد 3 باشد، آن‌گاه بازهٔ  , ) ( , )a b c a b−− ++2 5 2 اگر 

 8

3

 )4 	 − 7

5

 )3 	 7

6

 )2 	 − 2

3

 )1

پاس ) داریم:	 :خ , ) ( , ) ( , ) ( , )a b c a b c a b a b− + = + −2 5 2 2 2 5   با توجه به تساوی  2

 2 3

2 3

2 2 3 2 3 3 5 3
2 3

a b

a b
a b a b a b b b ba b+ =

− =




⇒ + = − ⇒ = −  → − + = ⇒ − =+ = ( ) ⇒⇒ = − = − =b a b
3

5

3
9

5

, �

7 است.

6

) که با توجه به گزینه‌ها، یک همسایگی برای  , )− 3

5

9

5

) برابر است با:  , )b a بازهٔ 

تست	:3  ) یک همسایگی برای 2/5 و 2/9 باشد، محدودهٔ x کدام است؟ , )2 5 3 2 x x اگر بازهٔ 

 ( / , )−0 10  )4 	 ( , / )− −1

3

0 1  )3 	 ( , / )− 1

3

0 05  )2 	 ( / , / )−0 10 05  )1

پاس صــورت  	 :خ بــه  آن  شــکل  پــس  باشــد،   2/9 و   2/5 بــرای  همســایگی  یــک  اســت  قــرار   ( , )2 5 3 2− −x x  بــازهٔ  1

x است؛ در نتیجه با توجه به شکل داریم:
x−2 5 /2 5 /2 9 x−3 2

 
2 5 2 5 5 0 5 0 1

3 2 2 9 2 0 1 0 05
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10ـ3	 فرایندهای حدی و محاسبهٔ حد توابع 	

چندضلعی‌های منتظم محیطی و محاطی 10ـ3ـ1	 	

به دو دسته از اشکال زیر دقتک نید:

(چند ضلعی منتظم محاطی)

(چند ضلعی منتظم محیطی)

) نزدیک می‌شود. )πr2 در هر دو دسته، با افزایش تعداد اضلاع، مساحت چندضلعی‌ها به مساحت دایره 
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10ـ3ـ2	 مفهوم حد 	

x0 برابر عدد L است؛ هرگاه مقادیر تابع f را به هر اندازهٔ  ) تعریف شده باشد. حد چپ f در  , )a x0 فرضک نیم تابع f در بازه‌ای مانند 
x0 نزدیک شود، در این صورت می‌نویسیم: دلخواه بتوان به L نزدیکک رد، به شرط آن‌که x از سمت چپ به قدرک افی به 

 lim ( )
x x

f x L
→ −

=
0

�

x0 برابر عدد L است؛ هرگاه مقادیر تابع f را  ) تعریف شده باشد، حد راست f در  , )x b0 به طریق مشابه فرضک نیم f در بازه‌ای مانند 
x0 نزدیک شود، در این صورت می‌نویسیم: به هر اندازهٔ دلخواه بتوان به L نزدیکک رد؛ به شرط آن‌که x از سمت راست به قدرک افی به 
 lim ( )
x x

f x L
→ +

=
0

�

x0 برابر عدد  ( تعریف شده باشد. حد تابع f در  x0 x0 )به جز احتمالًا در خود  ) شامل نقطهٔ  , )a b فرضک نیم تابع f در بازه‌ای مانند 
L است؛ هرگاه مقدار تابع f را به هر اندازهٔ دلخواه بتوان به L نزدیکک رد؛ به شرط آن‌که x )از دو طرف راست و چپ( به قدرک افی به 

x0 نزدیک شود. در این صورت می‌نویسیم:

 lim ( )
x x

f x L
→

=
0

�

 lim ( )
x x

f x L
→ −

=
0

lim و  ( )
x x

f x L
→ +

=
0

lim اگر و تنها اگر  ( )
x x

f x L
→

=
0

نتیجه: 

I:ی کی از حالت‌های زیر برقرار است f a( ) ، آن‌گاه دربارهٔ  lim ( )
x a

f x L
→

= به‌طورک لی اگر دربارهٔ تابعی مانند f داشته باشیم 

f موجود نیست. a( ) الف( 
 lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

≠ f موجود است؛ ولی  a( ) ب( 

 lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= پ( 

نتیجه: حد تابع دری ک نقطه ارتباطی به مقدار تابع در آن نقطه ندارد؛ی عنی وجودی ا عدم وجود مقدار تابع در نقطهٔ a، تأثیری در وجود 
حد تابع در نقطهٔ a ندارد.

تست	:4  )تمرین کتاب درسی( با توجه به نمودار تابع f، چه تعداد از موارد زیر صحیح است؟�
 f ( )2 1 پ(  	  f ( )1 2 ب(  	  lim ( )

x
f x

→→
==

1

2 الف( 

lim ( )
x

f x
→→

==
0

1 	 ج(  lim ( )
x

f x
→→−−

==
1

2 ث(  	  lim ( )
x

f x
→→ ++

==
2

0 ت( 

lim وجود ندارد ( )
x

f x
2

 چ( 

4 )2 		 3 )1 
6 )4 		 5 )3

پاس lim )الف	 :خ ( ) , lim ( ) lim ( ) ( )
x x x

f x f x f x
→ → →+ −

= = ⇒ =
1 1

1

0 0 0 ù �1

f )ب ( ) ( )1 2= | �
f )پ ( ) ( )2 = jnHkºj¼]» ù �
lim )ت ( ) ( )

x

f x
→ +

=
2

jnHkºj¼]» ù �

lim )ث ( ) , lim ( ) lim ( ) ( )
( ) ( )x x x

f x f x f x
→ − → − →−+ −

= = ⇒ =
1 1

1

2 1 jnHkºj¼]» ù �

lim )ج ( ) , lim ( ) lim ( ) ( )
x x x

f x f x f x
→ → →+ −

= = ⇒ =
0 0

0

1 1 1 | �

lim )چ ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x
→ →+

= ⇒ =
2

2

jnHkºj¼]» jnHkºj¼]» | �

x

y

-۱ ۱

۱

۲

۲

-۲
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تست	:5  )تمرین کتاب درسی( x کدام است؟�  2 f به ازای  x x( ) == −−2  حد تابع با ضابطهٔ 
1 )2 		  1( صفر

4( نمی‌توان اظهار نظر کرد. 		 3( وجود ندارد.

پاس x 	 :خ = 2 f در نقطهٔ  x x( ) = −2 lim وجود ندارد، پــس تابع  ( )
x

f x
→ −2

 با توجه به شــکل  2

حد ندارد.

10ـ4	 محاسبهٔ حد توابع 	

به محاسبهٔ انواع حدهای زیر دقتک نید: )تمام قوانینیک ه در این بخش دربارهٔ حد مطرح می‌شود، برای حد راست و چپ تابع نیز برقرار است.(

 lim
x a

c c
→

= 1. حد تابع ثابت: به‌طورک لی اگر c و a دو عدد حقیقی باشند:�

 ( )lim ( )a f x a
x a

∈ =
→

 ، آن‌گاه  f x x( ) = 2. حد تابع همانی: اگر 

 lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L m
→ → →

+( ) = + = + lim آن‌گاه:� ( )
x a

g x m
→

= lim و  ( )
x a

f x L
→

= 3. حد مجموع: اگر 

 lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L m
→ → →

−( ) = − = − lim آن‌گاه:� ( )
x a

g x m
→

= lim و  ( )
x a

f x L
→

= 4. حد تفاضل: اگر 

 lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x Lm
→ → →

( ) = = lim آن‌گاه:� ( )
x a

g x m
→

= lim و  ( )
x a

f x L
→

= 5. حد حاصل‌ضرب: اگر 

 lim ( ) lim ( ) ( )
x a x a

cf x c f x cL a
→ →

( ) = = ∈ lim آن‌گاه: � ( )
x a

f x L
→

= اگر cی ک عدد ثابت و 

 lim ( ) lim ( )
x a

n

x a

n
nf x f x L

→ →
( ) = ( ) = n∈ آن‌گاه:� lim و  ( )

x a
f x L

→
= در حالتک لی اگر 

 lim ( )

( )

lim ( )

lim ( )
( )

x a

x a

x a

f x

g x

f x

g x

L

m
m

→
→

→







 =












= ≠ 0 m آن‌گاه:� ≠ 0 lim و  ( )

x a
g x m

→
= lim و  ( )

x a
f x L

→
= 6. حد تقسیم: اگر 

7. حد تابع چندجمله‌ای: به‌طورک لی حدی ک تابع چندجمله‌ای دری ک نقطه با مقدار تابع در آن نقطه برابر است.

 f x( ) Q چندجمله‌ای هستند، ‌برای محاسبهٔ حد  x( ) P و  x( ) ی ک تابع گویا باشدک ه  f x P x

Q x
( )

( )

( )
= 8. حد تابع گویا: به‌طورک لی اگر 

 . lim ( )
x a

Q x
→

≠ 0 Q در آن نقطه تقسیمک نیم؛ به شرط آن‌که  x( ) P را بر حد  x( ) در نقطه‌ای مانند a،ک افی استک ه حد 

lim lim
x c x c

ax b ax b L
→ →

+ = + =  � lim آن‌گاه: ( )
x c

ax b L
→

+ = > 0 9. حد ریشه: اگر 

 lim cos cos , lim sin sin
x x

x x
→ →

= =
α α

α α 10. حد مثلثاتی: به‌طورک لی داریم: �

x حد داردک ه حد چپ و راست تابع f در  a= ، در صورتی در  f x g x x a
h x x a

( )
( )
( )

= >
<{ 11. حد توابع چندضابطه‌ای: تابع با ضابطهٔ 

 lim ( ) lim ( )
x a x a

g x h x
→ →+ −

= ) وجود داشته و بای ک‌دیگر برابر باشند:� )a نقطهٔ مرزی 

f را در a به دست آورید. اگر  x( )( ) lim ابتدا حد عبارت داخل جزء صحیح  ( )
x a

f x
→

[ ] 12. حد توابع جزء‌صحیح: برای تعیین حد تابع 

x تعیینک نید. a= عدد غیرصحیح شد، جزء صحیح آن را حسابک نید اما اگر عدد صحیح شد، آن‌گاه حد چپ و راست تابع را در نقطهٔ 

x علامت  a= f را تعیین علامتک نیم تا ببینیم در مجاورت  x( ) ، باید  lim ( )
x a

f x
→

13. حد توابع قدرمطلق: برای محاسبهٔ حد تابع 
f چگونه است. x( )

x

y

۱ ۲
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I f g. x حد ندارند؛ ولی در مورد  a= f در  g− f و  g+ x حد نداشـته باشـد، آن‌گاه  a= اگر تنهای کی از دو تابع f و g در نقطهٔ 
نمی‌توان به‌طور قطعی نظر داد و می‌بایسـت تابع را تشـکیل دهیم. توجهک نید عکس این قضیه همواره برقرار نیسـت،ی عنی ممکن 

است مجموع، تفاضل، ضرب و ... دو تابع دری ک نقطه حد داشته باشند ولی خود توابع در آن نقطه حد نداشته باشند.

تست	:6  lim کدام است؟ ( )
x

f x
1

lim باشد، آن‌گاه  ( )
( )x

f x
f x→→

−−
++

==
1

2 1

1
5 x حد داشته و   1 اگر تابع f در نقطهٔ 

3 )4 	2 )3 	-2 )2 	-3 )1

پاس lim 	 :خ ( )

( )

( )

( )
( ) ( ) (

x

f x

f x

f

f
f f f

→

−
+

= ⇒
−
+

= ⇒ − = + ⇒
1

2 1

1

5
2 1 1

1 1

5 2 1 1 5 1 5 3 1)) ( )= − ⇒ = −6 1 2f �2

تست	:7  f کدام گزینه صحیح است؟ x x x( ) == −− ++2
4 3 در رابطه با تابع 

x حد ندارد. = 3 x حد دارد؛ اما در  1( در 1=
x حد دارد. = 3 x و   2( در 1=

x حد دارد. = 3 x حد ندارد، اما در  3( در 1=
x حد ندارد. = 3 x و  4( در 1=

پاس  عبارت زیر رادیکال نامنفی است، پس تعیین علامت می‌کنیم:	 :خ 4

 x x x xa b c2 0

1 2
4 3 0 1 3− + ≥  → = =+ + = ,  

۱ ۳
+ +-
ج ج ج ج

−∞ +∞
  → −∞ +∞JH¼]¾ø¼µ\¶ : ( , ] [ , )1 3 �

x حد چپ ندارد، پس در هیچ یک از این نقاط حد وجود ندارد. = 3 x حد راست و در  چون تابع در 1=

تست	:8  x حد دارد؟ == −−1 f در نقطهٔ  x x a x
x x

( ) ( ) ,
,

== ++ ≥≥ −−

++ << −−







2
1

2 1 1

به ازای کدام مجموعه مقادیر a، تابع با ضابطهٔ 

   )4 	 ∅  )3 	 { }2  )2 	 { }0  )1

پاس lim	 :خ ( ) lim ( ) ( ) , lim ( ) lim
( ) ( ) ( )x x x

f x x a a f x
→ − → − → −+ + −

= + = − + =
1 1

2 2

1

1

xx

x
→ − −

+ = −
( )

( )
1

2 1 1 �3

 j¼]» óo{

ke

Âÿ¹¶Iº ½nH¼µÀ

¡¡ù → − + = − ⇒( ) ( )1 1
2a��� �� x حد نداریم  = −1 در نقطهٔ  �

تست	:9  lim کدام است؟ ( ) ( )
x

f x g x
→→ −−

−− ++







1

4
2

f و g در زیر رسم شده‌اند. حاصل  نمودار دو تابع 

3 )1 
3/5 )2 

4 )3 
4/5 )4

پاس 2	 :خ

 lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) , lim
( )x x x x

f x f x f x
→ → → − →− − + −

− = − = = =
1 1 1 1

4 4 4 4 1 4
gg x

g x
x

( )
lim ( ) ( ) /

2

1

2

1

2

1
1

2

4
1

2

3 5

1

= = − = − ⇒ − =
→ −

�

x

y

-۱

-۲

۱

۱

۲

f (x)

x

y

-۱
-۱

۱

۱

۲
g(x)
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تست 	:10 g باشند، کدام گزینه درست است؟ x x x
x x

( )
,
,

==
≥≥

++ <<




0

1 0
f و  x x x

x x
( )

,
,

==
++ ≥≥

++ <<




4 0

2 3 0
اگر 

x حد دارند. =0 f در  g+ f،‌g )1 و 
x حد دارد. =0 f در  g− x حد ندارند اما  =0  f )2 و g در 

x حد دارد. =0 f در  g+ x حد ندارند، اما  =0 f )3 و g در 
x حد دارند. =0 f در  g− f، g )4 و 

پاس lim 	 :خ ( ) , lim ( ) ( ) lim ( )
x x x

f x f x f x
→ → →+ −

= + = = + = ⇒ =
0 0

0

0 4 4 2 0 3 3 وجود ندارد �3

 lim ( ) , lim ( ) lim ( )
x x x

g x g x g x
→ → →+ −

= = + = ⇒ =
0 0

0

0 0 1 1 وجود ندارد �

 ( )( ) ,
,

lim ( )( ) ( ) , limf g x x x
x x

f g x
x x

+ = + ≥
+ < ⇒ + = + =

→ →+ −
2 4 0

3 4 0
2 0 4 4

0 0

(( ) ( )f g+ = + =



3 0 4 4 �

 ⇒ + =
→
lim ( )( )
x

f g x
0

4 �

 ( )( ) lim ( )( ) , lim ( )( )f g x
x

x x
f g x f g x

x x

− = ≥
+ < ⇒ − = − = + =

→ →+ −

4 0

2 0
4 0 2

0 0

22

0

⇒ − =

 →

lim ( )( )
x

f g x وجود ندارد �

تست 	:11 ، آن‌گاه عدد حقیقی a کدام است؟ lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→→ →→++ −−

−− ==
2 2

3 ، اگر  f x x a x( ) ( )[ ]== ++ در تابع با ضابطهٔ 

4( صفر 	-1 )3 	2 )2 	1 )1

پاس 1	 :خ

 lim ( ) ( )[ ] ( )( ) , lim ( ) ( )[ ]
x x

f x a a a f x a
→

+

→

−
+ −

= + = + = + = + =
2 2

2 2 2 2 2 4 2 2 (( )( )a a a a a+ = + ⇒ + − − = ⇒ =2 1 2 2 4 2 3 1 �

تست 	:12 ] نماد جزء صحیح است.( ] ]lim کدام است؟ ) ]
x x→→ ++2

9

1
حاصل 

4( وجود ندارد. 	3 )3 	2 )2 	1 )1

پاس : حد راست	 :خ lim [ ] [ ]x x x
x x xx

→ ⇒ > ⇒ + > ⇒
+

< ⇒
+

< ⇒
+

= =+

→

−
+

2 2 1 3
1

1

1

3

9

1

3
9

1

3 2

2

�4

: حد چپ lim [ ] [ ] limx x x
x x xx x

→ ⇒ < ⇒ + < ⇒
+

> ⇒
+

> ⇒
+

= = ⇒−

→

+
→−

2 2 1 3
1

1

1

3

9

1

3
9

1

3 3

2
2

[[ ]
9

1+
=

x
وجود ندارد �

تست 	:13 ] نماد جزء صحیح است.( ] x کدام است؟ ) == ππ4 y در نقطهٔ  x x== −−[cos sin ] مجموع مربعات حد چپ و راست تابع 

1 )4 	2 )3 	-1 )2 1( صفر	

پاس cosx خواهد بود، پس:	 :خ sin بزرگ‌تر از x →x باشد، حاصل  +( )
π
4 sin و اگر  x cosx بزرگ‌تر از  →x باشد، حاصل  −( )

π
4  اگر  4

 

sin

cos
( )−π

4

( )+π
4 π

42
2

2
2

    
⇒

−  → =
→

> +

→

−
Oake

SwHnke :

: lim [cos sin ] [ ]

lim

cos sin

x

x x

x

x x
π

π

4

0 0

44

2

0 1

0

+
−  → =−

 → + −
> −[cos sin ] [ ]

( ) (

sin cosx x x x

RI÷Mo¶Ì¼µ\¶

11 0 1 1
2) = + =

�

تست 	:14 )تمرین کتاب درسی( f در چه نقاطی حد دارد؟� x x( ) [ ] تابع 
 � �−  )2 		    )1

   )4 		 3( به‌طور‌کلی حد ندارد.

پاس f در نقاط صحیح وجود ندارد، ولی حد این تابع در تمام نقاط غیرصحیح وجود دارد.	 :خ x x( ) [ ]=  به‌طور‌کلی حد تابع  2
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 0
0 10ـ 5	 رفع ابهام  	

گفته‌شده  قوانین  با  دیگر   ، P a Q a( ) ( )= = 0 باشیم:  داشته  چندجمله‌ای‌اند،  دو   Q x( ) و   P x( ) ک ه  lim ( )

( )x a

P x

Q x→
محاسبهٔ  در  اگر 

نمی‌توان حد را محاسبهک رد. در این حالت به روش زیر عمل می‌کنیم:

 x a− Q بر  x( ) P و  x( ) P را با تقسیم  x
Q x

( )

( )
x بخش‌پذیرند. ابتدا عبارت  a− Q بر  x( ) P و  x( ) ؛ بنابراین  P a Q a( ) ( )= = 0 چون 

ساده می‌کنیم و سپس امکان استفاده از قانون تقسیم حدها را بررسی می‌کنیم.

) را باک مک اتحادها، تجزیه، تقسیم، گویا  )x a− 0 مواجه شدیم می‌بایست عامل صفرشونده 
0 lim با  ( )

( )x a

P x

Q x→
نتیجه: زمانیک ه در حد 

کردن و در توابع مثلثاتی باک مک روابط گفته‌شده به دست آورده و آن را حذفک نیم.

I 0 مواجه
0 0 ازی ک روشک ارآمد دیگر به نام قاعدهٔ هوپیتال نیز می‌توان اسـتفادهک رد؛ به این ترتیبک ه هرگاه با ابهام 

0 در حالت 

lim اگـر باز هم حاصل حد  ( )

( )
lim

( )

( )
lim

( )

( )x a

HOP

x a x a

f x

g x

f x

g x

f x

g x→ → →
=  → =

′
′

0
0 شـدیم، می‌توانیم از رابطهٔ روبه‌رو اسـتفادهک نیم: 

0 شـد می‌توانیـم مجـدداً هوپیتال گرفته و این عمل را آن‌قدر ادامه دهیم تا از حالت ابهام خارج شـود )اگر فرمول‌های مشـتق را 
0

به‌خاطر ندارید، به فصل بعد رجوعک رده و آن‌ها را مرورک نید.(

G f x
g x

f x g x g x f x

g x

f x

g x

f xHOP( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
,
( )

( )

(¢Tz¶ →
′ − ′

 →
′

2

))

( )′g x
 هوپیتال گرفتن ازی کک سر،‌ معادل مشتق گرفتن از آنک سر نیست:�

تست 	:15 lim کدام است؟
x

x
x x→→

−−

−− ++2

2

3

4

2 13 10

حاصل 

 − 4

11

 )4 	 − 5

22

 )3 	 4

11

 )2 	 5

22

 )1

پاس  روش اول: 	 :خ 4

 limx x

x

x x

x x x

x x

→ −
−
− +

=  →

− + −

+ −

2

2

3 2

3

2

4

2 13 10

0

0

2 13 10 2

2 4

oM ´Ãv£U

55
2 4

4 13

4 8

5 10

5 10

0

4 2

3 2

2

2

2

− +

−
− +
− +

−

−  →

x x

x x

x x

x
x

x, (
Z»jq¶ jIdUH −− +x x)( )2 �

⇒ −
− +

=
− +

− + −
=

→ →
lim lim

( )( )

( )( )
lim

x x x

x

x x

x x

x x x2

2

3 2 2

4

2 13 10

2 2

2 2 4 5
→→

− − +

− + −
=

− +

+ −
= −

2 2 2

2 2

2 2 4 5

2 2

2 2 4 2 5

4

11

( ) ( )

( )( )

( )

( ) ( )

x x

x x x
�

 lim lim
( )

( )x

HOP

x

x

x x

x

x→ →
−
− +

=  → −
−

=
−

−2

2

3 2 2 2

4

2 13 10

0

0

2

6 13

2 2

6 2 133

4

11

= − روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال:�

تست 	:16 x کدام است؟  2 3 در 
2
2

f x x
f x
( )
( )
 f باشد، حاصل حد تابع  x x

x
( ) == −−

−−

2
4

2
اگر 

 11

16

 )4 	 9

16

 )3 	 7

16

 )2 	 5

16

 )1

پاس  روش اول:	 :خ 2

 lim lim
( ) ( )

( )x x

x

x

x x

x→ →
−
−

=  →
− +

−
= + =

2

2

2

4

2

0

0

2 2

2

2 2 4
Z»jq¶ jIdUH ⇒⇒ = ⇒

+
=

+
= =

→ →
lim ( ) lim

( )

( )

( )

( )x x
f x

f x x

f x2 2 2 2

4
3

2

3 4 2

2 4

14

32

7

16

 lim lim ( ) lim ( ) lim
x

HOP

x x x

x

x

x
f x

→ → → →
−
−

=  → = = ⇒ = ⇒
2

2

2 2

4

2

0

0

2

1

2 2 4 4

22 2

3

2

7

16

f x x

f x

( )

( )

+
= روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال:�
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تست 	:17 ] نماد جزء صحیح است.( ] x کدام است؟ )  0 y وقتی  x x
x x

==
−−
++ −−[ ]1 حد چپ تابع 

-2 )4 	1 )3 	-1 )2 1( صفر	

پاس x 	 :خ x x x x xx→ ⇒− < < ⇒ < + < ⇒ + =  → −− − < <
0 1 0 0 1 1 1 0

1 0[ ] , �4

 ⇒ −
+ −

=
− −
−

=
−

= −
→ → →− − −
lim

[ ]
lim

( )
lim

x x x

x x

x x

x x

x

x

x
0 0 0

1 0

2
2 �

تست 	:18 ، کدام است؟ x  3 f در نقطهٔ  x x x x
x

( ) ( [ ])
==

−− −− ++
−−

3 6 9

3

2

حد چپ تابع با ضابطهٔ 

4( وجود ندارد. 	1 )3 	-1 )2 1( صفر	

پاس x 	 :خ x x
x x x

x

x

x x

→ ⇒ < < ⇒ = ⇒
−( ) − +

−
=

− −−

→ →− −
3 2 3 2

3 6 9

3

3 2 3

3

2

3

[ ] lim
[ ]

lim
( ) ( ))2

3

0

0x −
= �2

 ⇒ −
−

=
−
−

 →
→ →

< <
− −

lim
( )

lim
x x

xx

x

x

x
3

2

3

2 33

3

3

3

ÁHpH ¾M Rn¼Å

SwHÂÿ¹¶


− −

−
= −

→ −
lim

( )

( )x

x

x3

3

3

1 �

تست 	:19 lim کدام است؟
x

x x
x x→→−−
++ −−

++1 2

2 3 حاصل 

 5

4

 )4 	 3

4

 )3 	 − 1

4

 )2 	 − 7

4

 )1

پاس  روش اول:	 :خ 1 lim lim lim
x x x

x x

x x

x x

x x

x x

x x→− →− →−
+ −
+

= ⇒ + −
+

× − −
− −

=
1 2 1 2

2 3 0

0

2 3 2 3

2 3 11

2

2

4 3

2 3

x x

x x x x

+ −
+ − −( )

�

 oM ´Ãv£U Rn¼Å

x x

x x
x

x

x x

x
x

+ →−
 →

+ − +
−

− −
− −

+

⇒
1

2

2

4 3
1

4 3

4 4

3 3

3 3

0

lim
11

4 3 1

1 2 3

4 1 3

1 2 2

7

4

( )( )

( )( )

( )

( )

x x

x x x x

− +

+ − −
=

− −
− − −

= − �

 ⇒ + −
+

=  →
+ −

−
+

=
−

− +
= −

→− →−
lim lim
x

HOP

x

x x

x x

x
x1 2 1

2 3 0

0

2
1

2 3

2 1

2
1

4

2 1

(( )2
1

4

7

4

− = − روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال:�

تست 	:20 x کدام است؟ →→ −−2 | وقتی  |x x

x x

2

2

2

2 12

−− −−

−− ++
حد عبارت 

3 )4 	2 )3 	-2 )2 	-3 )1

پاس  روش اول: برای رهایی از قدرمطلق تعیین علامت می‌کنیم:	 :خ 2

x x x xa c b2

1 2
2 0 1 2− − =  → = − =+ = ,    -۱ ۲

+ +-
−∞ +∞

−2 +2

�

⇒ − −  → − − − ⇒ − −

− +
=→

→ →

−

−
| | ( ) lim

| |
limx x x x

x x

x x

x

x x

2 2 2

2

2

2
2

2 2
2

2 12
−−

− − −

− +
=

( )x x

x x

2

2

2

2 12

�

lim
( )( )

lim
( )(

x x

x x

x x

x x

x x

x

→ →− −

− − +

− +
× + +

+ +
=

− −

2
2

2

2
2

2 1

2 12

2 12

2 12

2 xx x x

x x

x

x

x

+ + +

− −
=

− − +

−

→ −

1 2 12

4 12

2 3 4 4
2

2 2

3 12

2

2

)( )
lim

( ) ( )(

� ��� ���

))

( ) ( )

( )( )

( )( )3 2 2

3 8

3 4

2

x x− +
=
−

=− �

روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال:
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( )

lim l
x x

HOPx x

x x

x x

x x→ →− −

− − −

− +
= − + +

− +
=  →

2

2

2
2

2

2

2

2 12

2

2 12

0

0

iim
( )

x

x

x

x

→ −

− +

−
+

=
− +

−
= − = −

2

2

2 1

2
2

2 12

2 2 1

2
4

8

3

3

2

2 �
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تست 	:21 lim کدام است؟
x

x
x→→

−−
−− −−1

1

2 5

حاصل 

4 )4 	2 )3 	-2 )2 	-4 )1

پاس  روش اول: 	 :خ 2

lim lim lim
(

x x x

x

x

x

x

x

x

x

x→ → →
−
− −

= ⇒ −
− −

× +
+

× + −
+ −

=
1 1 1

1

2 5

0

0

1

2 5

1

1

2 5

2 5

11 2 5

4 5 1

1 2 5

1 11

− + −

− + +
=

− − + −

− +→

x x

x x

x x

x xx

)( )

( )( )
lim

( ) ( )

( ) ( )
�

=
− +

= − = −
( )2 2

2

4

2

2 �

lim lim
x

HOP

x

x

x

x

x

→ →
−

− −
=  →

−

− −
−

=
−

= − = −
1 1

1

2 5

0

0

1

2

1

2 5

1

2

1

4

4

2

2 روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال:�

تست 	:22 a کدام است؟ b lim باشد،‌ 
x

ax b
x→→
++ −−

−−
==

1 2

2

1

3

2
اگر 

22 )4 	20 )3 	12 )2 	4 )1

پاس x نیز برابر صفر بوده 	 :خ 3 اســت، پس حد صورت به‌ازای 1→

2

x برابر صفر اســت. چون حد تابع برابر   حد مخرج به ازای 1→ 3

3 برسیم.

2

0 تشکیل شود و با رفع حالت ابهام به 
0 تا حالت 

lim
x

ax b a b a b a b
→

+ − = ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ + =
1

2 0 2 0 2 4 �

روش اول: �

lim lim
( )( )(x x

a

ax b

x

ax b

ax b

ax b

x x ax→ →

−

+ −
−

× + +
+ +

= + −
− +1 2 1

2

1

2

2

4

1 1



++ +
=

−

− +
= = ⇒ =

→b

a x

x x

a
a

x2

1

1 1 4 8

3

2

12

1)
lim

( )

( ) ( )( )
�

⇒ + =  → = − = − ⇒ − = − − ==a b b a ba
4 4 12 8 12 8 20

12 ( ) �

lim lim
( )x

HOP

x

ax b

x

a

ax b
x

a a
a

→ →
+ −
−

=  → + =
×

= = ⇒ =
1 2 1

2

1

0

0

2

2 2 2 4 8

3

2

122 20⇒ − =a b روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال:�

تست 	:23 )تجربی ـ 97( lim کدام است؟�
x

x x

x→→
−− −−

−− −−4

2
3 10 8

3 1

حاصل 

-72 )4 	-84 )3 	-96 )2 	-112 )1

پاس  روش اول:	 :خ 1

lim
|
|x x

x x

x

x x
x

→ −
− −

− −
=  → − −

−
4

2

4

23 10 8

3 1

0

0

3 10 8

4

3

oM´Ãv£URn¼Å

xx

x x

x

x

x
x x

x

x

x+
=

+ −

− −
× − +

− +
=

− +

−
− +

→2

3 2 4

3 1

3 1

3 1

3 12

2 8

2 8

0

4

2

lim
( )( )

�

lim
( )( )( )

lim
( )( )

lim
(

x x x

x

x

x

x

x

x

x

→ → →

−

− −
=

−

−
× +

+
=

4 4 4

4 14 2

3 1

4 28

2

2

2

−−
−

=
−

− −
= −

→

4 28 4

4

4 112

4

112

4

)( )( )
lim

( ) ( )

( )x

x

xx
�

روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال: 

lim lim lim
(

x

HOP

x x

x x

x

x

x

x

→ → →
− −

− −
=  → −

−

−

=
4

2

4 4

3 10 8

3 1

0

0
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1

2

2 3

6xx x

x

− −

−
=

−
= − × = −

10 2 3

1

2
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1

4
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تست 	:24 )تجربی ـ 98( ، کدام است؟� x →→−−8 ، وقتی  x x
x

2

3

10 16

12 6

 


حد عبارت 

-6 )4 	-12 )3 	-18 )2 	-24 )1

پاس  روش اول:	 :خ 3

lim lim
( )( )

( )x x

x x

x

x x

x→− →−
+ +
+

= ⇒
+ +

+
×

8

2

3 8 3

10 16

12 6

0

0

2 8

6 2

4

oü¯

���

−− +

− +
=

+ − + +

+→−
2

4 2

8 6 4 4 4

6 8

3 23

3 23 8

x x

x x

x

xx

¡Ia

� ��� ���
lim

( ) ( )( )

( )
==
−

= −
( )( )6 12

6

12 �

lim lim
( )

x

HOP

x

x x

x

x

x

→− →−
+ +
+

=  → +

×
=

− +
8

2

3 8

23

10 16

12 6

0

0
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6
1

3

2 8 110

6

3 4

6

6
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1

2
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= − = − = − روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال: �

تست 	:25 )تجربی خارج ـ 98( ، کدام است؟� x  2 ، وقتی  2 3 2

5 18 16

3

2

−− ++

−− ++

x
x x

حد عبارت 

 − 1

8

 )4 	 − 1

6

 )3 	 − 1

4

 )2 	 − 1

3

 )1

پاس  روش اول: 	 :خ 4

lim
|
|

x x

x

x x
x x

→ −
− +
− +

=  → − +
2

3

2 2

22 3 2

5 18 16

0

0

5 18 16
oMZoh¶´Ãv£U

xx

x
x

x x

x x

x

−
− ⇒ − +

− −
×

+ + + +
→

2

5 8

2 3 2

5 8 2

4 2 3 2 3 2

2
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lim
( )( )

( )

oü¯� �� ��
33

3 23

2
4 2 3 2 3 2

5 10

8 16
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0

¡Ia� ����� �����

+ + + +
− +

− +
−

x x
x x

x

x

( )

�

=
− +

− − + +
= − +

−
=

→ →
lim

( )

( )( )( )
lim

( )( )( )x x

x

x x

x

x2 2

8 3 2

5 8 2 4 4 4

3 6

2 2 12

llim
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( ) ( )x

x

x→

− −

−
= − = −

2

3 2

2 24

3

24

1

8

�

روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال:

lim lim
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x

x

x x

x
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−
+

−
=
−

2

3
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5 18 16

0

0
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1
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تست 	:26 lim کدام است؟ tan
cosx

x
x→→

−−

−−3

4

2

2

1

2 1ππ
حاصل 

2 )4 	1 )3 	 1

2

 )2 	-2 )1

پاس 1	 :خ

lim
tan

cos
lim

sin

cos
cos

lim
x x x

x

x

x

x
x→ → →

−
−

= ⇒
−

=
3

4

2

2 3

4

2

2
1

2 1

0

0

1

2π π 33

4

2 2

2

3

4

2 2

2

2π π

sin cos

cos
cos

lim
(cos sin

cos
x x

x
x

x x

x

x−

=
− −

→

� ��� ����
)

cos (cos )2
2x x

�

=
−

= − = −
→
lim

cos

cos ( cos )x

x

x x3

4

2

2

2

1

1

2

2

π
�

تست 	:27 lim باشد، حاصل لگاریتم عدد a بر مبنای 8 کدام است؟ sin
[ ] cosx

x
x x

a
→→ ++ ++

==
1

2 ππ
ππ

اگر حاصل 

 1

4

 )4 	4 )3 	 1

3

 )2 	2 )1

پاس 2x	 :خ x x
x

x

x

x x

→ ⇒ < < ⇒ = ⇒
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= ⇒ −
+
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→ →+ +
1 1 2 1
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0

1

1
1

2

1

2

[ ] lim
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π

π
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cos

π
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π
π

x

x x
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=
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+
= −
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1

1 1
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1 �
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تست 	:28 x کدام است؟ →→ππ sin وقتی  [cos ] cos [sin ]x x x x2 2 2 حد عبارت 

4( وجود ندارد. 	1 )3 2( صفر	 	-1 )1

پاس ، بنابراین داریم:	 :خ 2 2x→ −( )π ) و  ) ( )
x

2 2→ −π ، آن‌گاه  x → −π  اگر  4

sin

cos

( )−π
2

( )−π2

  ⇒
= = =

= = =−
⇒

− +

− − →

[cos ] [cos( ) ] [ ]

[sin ] [sin( ) ] [ ]

lim

x

x x

2 2

0 0

2 2 0 1

π

π ππ π− −
+ =









−
− →

(sin [cos ] cos [sin ]) lim ( cos )
x x

x x x
x2 2

2

0
1

��� ��� ==− =− − =cos ( )π 1 1 �

، بنابراین داریم: 2 2x→ +( )π x2 و  2→ +( )
π ، آن‌گاه  x → +π اگر 

sin

cos
( )+π2

( )+π
2    ⇒

= = =−

= = =
⇒

+ −

+ + →

[cos ] [cos( ) ] [ ]

[sin ] [sin( ] [ ]

lim

x

x x

2 2

0 1

2 2 0 0

π

π π++ +

−
→

+ = −








(sin [cos ] cos [sin ]) lim ( sin )
x x

x x
x

x2 2

2

2

1
0

��� ��� π
==− =−sin

π
2

1 �

x حد ندارد. →π چون حد چپ و راست برابر نشد، پس عبارت مذکور وقتی 

10ـ6	 حد بی‌نهایت )حد نامتناهی( 	
lim به این معناستک ه می‌توان  ( )

x a
f x

→
= +∞ a تعریف شده باشد. رابطهٔ  f دری ک همسایگی محذوف  فرضک نیم تابع  تعریف 1: 

f را از هر عدد مثبت دلخواه بزرگ‌ترک رد، مشروط بر آنک ه x به قدرک افی به a نزدیک اختیار شود. x( ) مقدارهای 

x

y

f
a

lim ( )
x a

f x
→

= +∞

�
lim به این معناستک ه می‌توان  ( )

x a
f x

→
= −∞ a تعریف شده باشد. رابطهٔ  f دری ک همسایگی محذوف  تعریف 2: فرضک نیم تابع 

f را از هر عدد منفی دلخواهک وچک‌ترک رد، مشروط بر آنک ه x به قدرک افی به a نزدیک اختیار شود. x( ) مقدارهای 

x

y

f
a

       

lim ( )
x a

f x
→

= −∞

�

lim به این معناستک ه می‌توان مقادیر  ( )
x a

f x
→ +

= +∞ تعریف 3: فرضک نیم f دری ک همسایگی راست از a تعریف شده باشد. رابطهٔ 

f را از هر عدد مثبت دلخواه بزرگ‌ترک رد، مشروط بر آنک ه x با مقادیر بزرگ‌تر از a به قدرک افی به a نزدیک اختیار شود. x( )

x

y

f
a             

lim ( )
x a

f x
→ +

= +∞

�
اگر بخواهیم حدهایی ک‌طرفهٔ نامتناهی را دری ک شکل رسمک نیم، به صورت زیر خواهند بود:

x
x a

limf (x)
−→

= +∞

x a
limf (x)

+→
= −∞

x a
limf (x)

+→
= +∞

x a
limf (x)

−→
= −∞

(x a)= �
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در مورد حدهای نامتناهی قضیهٔ زیر بدون اثبات ارائه می‌شود:
lim در این صورت: ( )

x a
g x

→
= 0 lim و  ( )

x a
f x L

→
= ≠ 0 قضیه: فرضک نیم 

. lim ( )

( )x a

f x

g x→
= +∞ g در همسایگی محذوفی از a مثبت باشد، آن‌گاه  x( ) L و تابع  > 0 الف( اگر 

. lim ( )

( )x a

f x

g x→
= −∞ g در همسایگی محذوفی از a منفی باشد، آن‌گاه  x( ) L و تابع  > 0 ب( اگر 

. lim ( )

( )x a

f x

g x→
= −∞ g در همسایگی محذوفی از a مثبت باشد، آن‌گاه  x( ) L و تابع  < 0 پ( اگر 

. lim ( )

( )x a

f x

g x→
= +∞ g در همسایگی محذوفی از a منفی باشد، آن‌گاه  x( ) L و تابع  < 0 ت( اگر 

x نیز برقرار است. a→ − x وی ا  a→ + توجهک نید این قضیه برای حالتیک ه 

ISLX¶ jkø SLX¶ jkø Âÿ¹¶ jkø Âÿ¹¶ jkø

0 0 0 0
+ − + −

= +∞ = −∞ = −∞ = +∞, , , �.1

+1 همواره نامنفی‌اند. cosx −1 و  cosx  ،1+ sin x  ،1− sin x 2. عبارت‌های 
ی عنیی ک عدد بسـیار نزدیک به صفر اما خودِ صفر نیسـت؛ ولی صفر مطلق همان صفر واقعی اسـت؛ در  ( )0 0

− +
IÄ 3. صفر حدی 

oÿÅoÃüÂ£Ã£ejkøoÀنتیجه:

ÁkeoÿÅ

Â£Ã£ejkøoÀ

¢±õ¶oÿÅ

½kzºþÄo÷U

Ákeoÿ

= ∞ =, ,
ÅÅ

ÁkeoÿÅ

´¿L¶

¢±õ¶oÿÅ

ÁkeoÿÅ

= =, 0 �

ÁkeoÿÅ

¢±õ¶oÿÅ

½kzºþÄo÷U

¢±õ¶oÿÅ

¢±õ¶oÿÅ

½kzºþÄo÷U= =, �

تست 	:29 )تمرین کتاب درسی( چه تعداد از حدهای زیر صحیح است؟�

lim
( )x

x
x→→ −− −−

−−

−−
== ++∞∞

2
2

3

4

ت(  	  lim
( )x x→→−− ++

== ++∞∞
6 2

9

6

پ(  	  lim
x x→→

−− == −−∞∞
0

1 ب(  	  lim
x x→→ ++

== ++∞∞
0

1 الف( 

 lim [ ]

x

x
x→→

−−
−−

== ++∞∞
1

2

3

2 1
ح(  	 lim [ ]

x

x
x→→ −−

−−
−−

== ++∞∞
3

3
3 چ(  	  lim tan

x

x
→→

++
== ++∞∞

ππ
2

ج(  	  lim
cos

x
x

→→
++

== −−∞∞
ππ
2

1  ث( 

6 )4 	5 )3 	4 )2 	3 )1

پاس )الف	 :خ lim
x x→ ++

= = +∞
0

1 1

0

(|) lim )ب                                            
| |x x→ +
−  → − = −∞

0

1 1

0

¢ ± õ¶ nk¤ nj0 ¾a 0 ¾a

k¹TvÀ SLX¶

- +

(|)  �4

lim )پ
( )x x→− ++

 → = +∞
6 2

9

6

9

0

½nH¼µÀ Zoh¶

SwH SLX¶
(|) �

)ت lim
( )x

x

x→ − −

−
−

 →
2

2

3

4

S¶°ø¸ÃÃ ÷ U

Zoh¶
 -۲ ۲

+ +-
−∞ +∞

تننت
 SLX¶ RnILø nj

SwH
(|)

x2
4 2 3 2

0

6

0

− −
+ +

 →
− −

= = +∞( ) ( )( ) �

)ث lim
cos

x
x

→
+π

2

1  

sin

cos

( )+π
2

 SwH Zoh¶

(|)
0 1

0

−
 → = −∞

−
�

)ج lim tan lim
sin

cos
x x

x
x

x
→ →

−+ +
= = = −∞

π π
2 2

1

0

(ù) �

lim )چ [ ] [ ]

x

x

x→

−

− − −−

−
−

= − = − = − = +∞
3

3

3

3 3

0

2 3

0

1

0

(|) �

)ح lim [ ]

| |

[ ]

x

x

x→

−
−

 →
−

1

2

3

2 1

1

2

3
¢ ± õ¶nk¤nj

1

2

¾a
1

2

k¹TvÀ SLX¶

- +

00

0 3

0

3

0
+ + +

= − = − = −∞ (ù) �
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تست 	:30 b کدام است؟ a lim باشد، 
x

x
x ax b→→

−−

++ ++
== −−∞∞

2 2

2 5 اگر 

-1 )4 3( صفر	 	8 )2 	-8 )1

پاس ∞− شده پس مخرج کسر باید برابر صفر باشد؛ از طرفی 	 :خ  با میل کردن x به 2، صورت کسر برابر 1- می‌شود. چون حاصل حد،  2
∞− شود، پس: مخرج کسر باید یک ریشهٔ مضاعف داشته باشد تا حاصل حد همواره 

x ax b x x x a b b a2 2 2
2 4 4 4 4 8+ + = − = − + ⇒ = − = ⇒ − =( ) , �

تست 	:31 )تجربی ـ 98( ، کدام بیان، درست است؟ٔ� f x x
x x

( ) == −−
++

2
1 در مورد تابع با ضابطهٔ 

 lim ( )
x

f x
→ −

= −∞
0

 )2 		  lim ( )
x

f x
→ −

= +∞
0

 )1

 lim ( )
x

f x
→ +

= −∞
0

 )4 		  lim ( )
x

f x
→ +

= +∞
0

 )3

پاس lim	 :خ ( ) lim
| |

lim lim
x x x x

f x
x

x x

x

x x

x

x→ → → →+ + + +
= −

+
= −

+
= − =

0 0

2

0

2

0

2
1 1 1

2

−− = −∞
+
1

0

�4

lim ( ) lim
| |

lim
x x x

f x
x

x x

x

x x→ → →− − −
= −

+
= −

−
= − =

0 0

2

0

2
1 1 1

¢±õ¶oÿÅ

½kzº þþÄo÷U �

تست 	:32 )تجربی خارج ـ 98( ، کدام بیان، درست است؟ � f x x
x

( ) sin
cos

==
++1 2

در مورد تابع با ضابطهٔ 

 lim ( )

x

f x

→
+

= +∞
2

3

π
 )2 		  lim ( )

x

f x

→
+

= −∞
2

3

π
 )1

 lim ( )
x

f x
→

= +∞
4

3

π
 )4 		  lim ( )

x

f x

→
−

= −∞
2

3

π
 )3

پاس 1	 :خ

−0 پس: +0 است یا  3 و مخرج کسر به صفر میل می‌کند. حال باید دید که مخرج 

2

، صورت کسر برابر  x→ +( )
2

3

π گزینهٔ »1«: وقتی 
sin

cos

π2
3

−1
2

( )+π2
3

    ⇒
+

=
+ −

=
+ −

= = −∞
→

− − −+
lim

sin

cos
( ) ( )

x

x

x
2

3

1 2

3

2

1 2
1

2

3

2

1 1

3

2

0π
�

پس گزینهٔ »1« صحیح و گزینهٔ »2« نادرست است.

گزینهٔ »3«:
lim

sin

cos
( ) ( )

x

x

x
→

+ + +− +
=

+ −
=

+ −
= = +∞

2

3

1 2

3

2

1 2
1

2

3

2

1 1

3

2

0π
�

x محاسبه می‌کنیم: → 4

3

π گزینهٔ »4«: حد چپ و راست را به ازای 
sin

cos
−1

2

π4
3

( )−π4
3

( )+π4
3

  
lim

sin

cos

sin

( ) ( )

li

x

x

x
→

+ + ++ +
=

−

+ −
=

−

+ −
=
−

= −∞
4

3

1 2

3

1 2
1

2

3

2

1 1

3

2

0π

π

mm
sin

cos

sin

( ) ( )

li

x

x

x
→

− − −− +
=

−

+ −
=

−

+ −
=
−

= +∞

⇒

4

3

1 2

3

1 2
1

2

3

2

1 1

3

2

0π

π
mm ( )

x

f x
→
















=
4

3

π
jnHkºj¼]»

�
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تست 	:33 lim کدام است؟
( )x

x
f x→→ −−

−−
−−4

7

1
اگر نمودار تابع f به صورت رو‌به‌رو باشد، حاصل 

 −∞  )1
 2( صفر

 +∞  )3
1 )4

پاس lim	 :خ
( )x

x

f x→ − −−

−
−

= −
−

= − = +∞
4

7

1

4 7

1 1

3

0

�3

10ـ7	 حد در بی‌نهایت 	
این بخش را به دو قسمت تقسیم می‌کنیم:

10ـ7ـ1	 حد در بی‌نهایت 	

f را به هر مقدار دلخواه می‌توان  x( ) به این معناستک ه  lim ( )
x

f x L
→+∞

= ) تعریف شده باشد، رابطهٔ  , )a +∞ اگر تابع f در بازه‌ای مثل 

به L نزدیکک رد، مشروط بر آنک ه x به قدرک افی بزرگ اختیار شود.

x

y

L
f

        

lim ( )
x

f x L
→+∞

=

�
lim به این معناستک ه به هر مقدار دلخواه  ( )

x
f x L

→−∞
= ) تعریف شده باشد؛ رابطهٔ  , )−∞ b و اگر فرضک نیم تابع f در بازه‌ای مثل 

f را به L نزدیکک رد، مشروط بر آنک ه x به قدرک افیک وچک و منفی اختیار شود. x( ) می‌توان 

x

y

L
f

        

lim ( )
x

f x L
→−∞

=

�
در مورد حدهای نامتناهی، دو قضیهٔ زیر مفیدند:

lim
x nx→−∞

=1
0 lim ب( 

x nx→+∞
=1

0 قضیهٔ 1: فرضک نیم n عددی طبیعی باشد. در این صورت: الف( 

. در این صورت: lim ( )
x

g x m
→+∞

= lim و  ( )
x

f x L
→+∞

= قضیهٔ 2: فرضک نیم 

)الف lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x L m
→+∞ →+∞ →+∞

±( ) = ± = ± �

)ب lim ( ). ( ) lim ( ) lim ( ) .
x x x

f x g x f x g x L m
→+∞ →+∞ →+∞

( ) = × = �

)پ lim (
( )

( )
)

lim ( )

lim ( )
( )

x

x

x

f x

g x

f x

g x

L

m
m

→+∞
→+∞

→+∞

= = ≠ 0 �
x نیز برقرار است. →−∞ این قضیه برای وقتیک ه 

حد نامتناهی در بی‌نهایت 10ـ7ـ2	 	

را   f x( ) مقدارهای  این معناستک ه  به   lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ رابطهٔ  باشد.  تعریف شده   ( , )a +∞ بازه‌ای مثل  در   f تابع  فرضک نیم 

می‌توان از هر عدد مثبت دلخواهی بزرگ‌ترک رد، مشروط بر آنک ه x به قدرک افی بزرگ اختیار شود.

x

y

f

            

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞

�

x

y

۱

۴
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f را  x( ) lim به این معناستک ه مقدارهای  ( )
x

f x
→−∞

= −∞ ) تعریف شده باشد؛ رابطهٔ  , )−∞ b و اگر فرضک نیم تابع f در بازه‌ای مثل 

می‌توان از هر عدد منفی دلخواهیک وچک‌ترک رد، مشروط بر آنک ه x به قدرک افیک وچک و منفی اختیار شود.

 

x

y

f
           

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞

�

G:نیز به روش مشابه تعریف می‌شوند L f x
x
im ( )

→−∞
= +∞ L و  f x

x
im ( )

→+∞
= −∞  رابطه‌های 

x

y

f
lim ( )f x

x

= +∞
→ −∞ x

y

f
lim ( )f x

x

= −∞
→+∞

∞− استفاده می‌کنیم: ∞+ و  f در  x axn( ) = از قضیهٔ زیر برای محاسبهٔ حد تابعی ک‌جمله‌ای 
قضیه: فرضک نیم n عددی طبیعی و aی ک عدد حقیقی غیرصفر باشد:

)الف lim ( )

( )x

nax
a

a→+∞
=

+∞
−∞




SLX¶ 

Âÿ¹¶ 

lim )ب�

( )

( )

( )x

nax

a n

a n

a n→−∞
=

+∞

−∞

−∞

+

SLX¶ » Z»p

Âÿ¹¶ » Z»p

SLX¶ »  joÎ

∞∞











 ( )Âÿ¹¶ » joÎa n

                  

 a عددی طبیعی و n باشدک ه در آن f x ax bx kn n( ) ...= + + +−1 قضیه: فرضک نیم fی ک تابع چند‌جمله‌ای از درجه n به صورت 
یک عدد حقیقی غیرصفر است. در این صورت: 

lim ( ... ) lim , lim ( ) lim
x

n n

x

n

x x

nax bx k ax f x ax
→+∞

−
→+∞ →−∞ →−∞

+ + + = =1 �

x نیز استفادهک رد. →−∞ ی ا  x →+∞ دقتک نید از قضیه می‌توان برای محاسبه حد توابع گویا، زمانیک ه 

I:اعداد طبیعی( به صورت زیر محاسبه می‌شود n و m( x →±∞ f وقتی  x ax bx c

a x b x c

m m

n n
( )

...

...
= + + +

′ + ′ + + ′

−

−

1
1 *1. حد تابع 

lim
...

...
lim

x

m m

n n x

m

n

ax bx c

a x b x c

ax

a x→±∞

−

− →±∞
+ + +

′ + ′ + + ′ ′
=

±∞
1

1


aa

a

m n

m n

m n

′

>

=

<








oÿÅ

�

a a a a aa a a+∞ = +∞ −∞ = −∞ +∞  → +∞ −∞  → −∞ +∞  → −∞> > <, , ( ) , ( ) , ( )0 0 0 ,, ( )a a−∞  → +∞<0 � .2*
+∞ +∞ = +∞ −∞ −∞ = −∞ +∞ −∞ = −∞ +∞ = +∞ +∞ = +∞ −∞ −∞ = +, , , ,( )( ) ,( )( )´¿L¶ ´¿L¶ ∞∞ �
( )( ) ,( )( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,+∞ −∞ = −∞ −∞ +∞ = −∞ +∞ = +∞ −∞ = +∞ −∞ = −∞+n n n2 2 1

Â£Ã££e jkøoÀ

SÄI¿º ïÂM

oÿÅ= �

»

SÄI¿º ïÂM

¢± õ¶oÿÅpHoÃüÂ£Ã£ejkøoÀ

SÄI¿º ïÂM= �

3ک ه قابل قبول  3 3 3 0x x x x+ = − =| | ، با انتخاب جمله‌های پر توان داریم  lim3 9
2x x x

x→−∞
+ − *3. در برخی سـؤالات مانند 

نیست و می‌بایست عبارت را گویاک رده و مجدداً حل نمایید:

lim lim
x x

x x x
x x x

x x x

x x x

x x x
→−∞ →−∞

+ − × − −

− −
= − +

− −
3 9

3 9

3 9

9 9

3 9

2
2

2

2 2

2

 llim
| |x

x

x x→−∞ −3 3

�

=
− −

= =
→−∞ →−∞
lim

( )
lim

x x

x

x x

x

x3 3 6

1

6

�
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تست 	:34 )تمرین کتاب درسی( نمودار تابع f به شکل زیر است. چه تعداد از حدهای داده شده صحیح است؟ �
lim ( )

( )
f x

x→→ −− ++
== ++∞∞

1
پ(  	  lim ( )

( )x
f x

→→ −− −−
== −−∞∞

1
ب(  	  lim ( )

x
f x

→→−−∞∞
== −−∞∞ الف( 

lim ( )
x

f x
→→++∞∞

== 1 ج(  	 lim ( )
x

f x
→→ ++

== ++∞∞
1

ث(  	  lim ( )
x

f x
→→ −−

== ++∞∞
1

ت( 

1 )2 		  1( صفر
3 )4 		 2 )3

پاس 4	 :خ
lim )الف ( )

x
f x

→−∞
= 2 (ù) lim )ب               ( )

( )x

f x
→ − −

= +∞
1

(ù) lim )پ               ( )

( )

f x

x→ − +
= −∞

1

(ù) �

)ت lim ( )
x

f x
→ −

= +∞
1

(|) lim )ث              ( ) ( )
x

f x
→ +

= +∞
1

| )ج                  lim ( )
x

f x
→+∞

=1(|) �

تست 	:35 x کدام است؟ == −−2 ، آن‌گاه حد چپ این کسر در نقطهٔ  lim | |
x

x
ax x→→∞∞

−−

−− ++
== −−

2

2

4

2

1 اگر 

 − 2

3

 )4 	 − 4

3

 )3 	 2

3

 )2 	 4

3

 )1

پاس 3	 :خ
lim

| |
lim

x x

x

ax x

x

ax x→∞ →∞

−

− +
= −

− +

2

2

2

2

4

2

4

2

SLX¶

¸ÄoUï©nqM uQ ,½

���
kk{ oÿÅoÃü jkø ke ®ÅIe ·¼a

SwH ·Iv§Ä Zoh¶ » Rn¼Å ·H¼U
 → limm lim

x x

x

ax x

x

ax a
a

→∞ →∞
−
− +

= =− ⇒ =−
2

2

2

2

4

2

1
1 1� �

⇒ −

− − +
= −

− − +
=

→ − → −− −
lim

| |
lim li

( ) ( )x x

x

x x

x

x x2

2

2
2

2

2

4

2

4

2

SLX¶��� ��

mm
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )x

x x

x x→ − −

− +

− − +
= − −
− − −

= −
2

2 2

1 2

2 2

2 1

4

3

�

تست 	:36 )تجربی ـ 91( lim کدام است؟� ( )
x

f x
→→++∞∞

) می‌گذرد،  , )2 1 f از نقطهٔ  x ax x
x

( ) == ++ ++ ++
−−

1 4 9

3 2

2

نمودار تابع با ضابطهٔ 

1 )4 	 2

3

 )3 	 1

3

 )2 	 − 1

3

 )1

پاس :	 :خ f ( )2 1= ) می‌گذرد پس  , )2 1  چون نمودار تابع f از نقطهٔ  2

f
a a

a a a( )
( )

2 1
2 1 16 9

3 2 2

1
2 1 5

4

1 2 6 4 2 2 1= ⇒ + + +
−

= ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = − �

⇒ = − + + +
−

− + =
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

lim ( ) lim lim limf x
x x

x

x x

xx x x x

1 4 9

3 2

4

3

2 2



−− + = − + = =
→+∞ →+∞

x x

x

x x

x

x

xx x

| |
lim lim

2

3

2

3 3

1

3

�

تست 	:37 )تجربی ـ 94( lim کدام است؟� ( )
x

f x
3

lim باشد، آن‌گاه  ( )
x

f x
→→−−∞∞

== −−1 ، اگر  f x ax

x x x

n
( ) == ++

−− ++

15

3 4 15
2

در تابع با ضابطهٔ 

5 )4 	3 )3 	-4 )2 	-6 )1
پاس lim برابر عددی غیرصفر شده، پس بزرگ‌ترین توان صورت با بزرگ‌ترین توان مخرج برابر بوده و مقدار آن برابر 	 :خ ( )

x
f x

→−∞
 چون   1

 n است با: 1=

⇒ +

− + −
=

−
=

→−∞ →−∞ →−∞
lim lim lim lim
x x x

ax

x x x

ax

x x

ax

x x

15

3 4 15 3 4
3 22 2



xx x

ax

x x

ax

x

a
a

→−∞ →−∞+
= = = − ⇒ = −

3 2 5 5

1 5lim �

⇒ = − +

− +
=

→ →
lim ( ) lim
x x

f x
x

x x x
3 3 2

5 15

3 4 15

0

0

�
به دو روش ادامهٔ سؤال حل می‌شود:

limروش اول: lim
( )(

x x

x

x x x

x x x

x x x

x

→ →
− +

− +
× + +

+ +
=

− −
3 2

2

2 3

5 15

3 4 15

3 4 15

3 4 15

5 3 118

9 4 15

5 3 18

5 3

5

2 2

5 15

3

2

)
lim

( ) ( )

( )x x x

x

x x

x x

x− −
=

− −

−
= − ×

−

→� ��� ���

118

5 3

6

×
= −  �

limروش دوم: قاعدهٔ هوپیتال: lim
x

HOP

x

x

x x x
x

x x

→ →
− +

− +
=  → −

− +

+

= −
3 2 3

2

5 15

3 4 15

0

0

5

3
8 15

2 4 15

5

33
39

18

5

3
13

6

5

5

6

6

−
= −

−
= − = − �

x

y

۳
۴

۱
۱ ۲ ۳ ۴ ۵-۱-۱-۲

-۲
-۳-۴-۵

۲
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تست 	:38 )تجربی ـ 92( x کدام است؟� 3 lim باشد، آن‌گاه حد این کسر، وقتی 
x

ax
x x→→++∞∞

++
−− ++ ++

==9

1 1

3 اگر 

5 )4 	4 )3 	2 )2 	1 )1

پاس x برابر عدد غیرصفر شــده، پس بزرگ‌ترین تــوان صورت با بزرگ‌ترین توان مخرج برابر بوده و 	 :خ →+∞  چون حد عبارت وقتی  3
مقدار آن برابر است با: 1

⇒ +
− + + −

= − = ⇒ = − ⇒ − +
− +→+∞ →+∞ →

lim lim lim
x x x

ax

x x

ax

x
a a

x

x x

9

1 1

3 3
3 9

13



++
=

1

0

0

�

به دو روش ادامهٔ سؤال را حل می‌کنیم:

lim
( )

lim
( )( )

( )x x

x

x x

x x

x x

x

x→ →

− −

− + +
× − − +
− − +

=
− − −

−3 3

3 3

1 1

1 1

1 1

3 3 4

1
22 3 2 3

1

12 3

3

12 3

3

12

3

4

− +
=

−

−
=

−

−
= =

→ →( )
lim

( )
lim

( )

( )x

x

x x

x

x xx x
روش اول:� 

روش دوم: قاعدهٔ هوپیتال:
lim lim
x

HOP

x

x

x x
x

→ →
− +
− + +

=  → −

− +
+

= −

− +
= −

−3 3

3 9

1 1

0

0

3

1
1

2 1

3

1
1

4

3

3

4

== 4 �

تست 	:39 )تجربی ـ 98( ، کدام است؟� lim ( )
x

f x
→→−−∞∞

f باشد، حاصل  x x x x( ) == ++ ++2 4
2 اگر 

4( صفر 	 − 1

4

 )3 	 −1

2

 )2 	-1 )1

پاس  طبق نکتهٔ 3 داریم:	 :خ 3

lim lim
( )

x x
x x x

x x x

x x x

x x x

x x
→−∞ →−∞

+ + × − +

− +
=

− +

− +
2 4

2 4

2 4

4 4

2 4

2
2

2

2 2

2 xx

x

x x x

x

x x
x x

= −

− +

−

−→−∞ →−∞
lim lim

2 4 2 4
2 2

 �

= −
−

= −
− −

= − = −
→−∞ →−∞ →−∞
lim

| |
lim

( )
lim

x x x

x

x x

x

x x

x

x2 2 2 2 4

1

4

�

تست 	:40 )تجربی خارج ـ 98( lim کدام است؟� ( )
x

f x
x→→−−∞∞

f باشد، حاصل  x x x x( ) == −− ++4
2 اگر 

3 )4 	2 )3 	-1 )2 	-2 )1

پاس lim	 :خ
( )

lim lim lim
| |

x x x x

f x

x

x x x

x

x x

x

x x

x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞
= − + − = − =4 4 2

2 2

 llim
( )

lim
x x

x x

x

x

x→−∞ →−∞

− −
= =

2 3
3 �4

10ـ 8	 پیوستگی 	
دو نوع پیوستگی را بررسی می‌کنیم:

10ـ 8 ـ1	 پیوستگی در نقطه 	

lim ( ) ( )( )
x c

f x f c c
→

= ∈ x را پیوسته نامیم؛ هرگاه:  c= تابع f در نقطهٔ 

f هر دو موجود و با هم برابر باشند. در غیر این صورت تابع  c( ) lim و  ( )
x c

f x
→

به عبارت دیگر برای آنک ه تابع f در c پیوسته باشد، باید 

را در c ناپیوسته می‌نامیم. نمودارهای زیر همه در نقطهٔ c ناپیوسته هستند.

xc

y

xc

y

xc xc

y

xc

yy

وجود ندارد وجود ندارد
x c
limf (x)
→ x c

limf (x) f (c)
→

≠f (c)



171 لصفصفف: حد و پیوستگی

 x c= . در این صورت می‌گوییم f در  lim ( ) ( )
x c

f x f c
→ +

= x از طرف راست پیوسته می‌نامیم؛ هرگاه  c= پیوستگی راست: تابع f را در 

پیوستگی راست دارد. مثال:
lim , lim , ( )
x x

x x f
→ →+ −

− = − = − = = − =
2 2

2 2 2 0 2 2 2 2 0jnHkºj¼]» �

⇒ = → =
→ +
lim ( ) ( )
x

f x f x
2

2 2SwH ¾Tw¼ÃQSwHn pH nj ÍMIU¸ÄH �

 x c= در   f گوییم  این صورت  در   . lim ( ) ( )
x c

f x f c
→ −

= هرگاه  می‌نامیم؛  پیوسته  از طرف چپ   x c= در  را   f تابع  پیوستگی چپ: 

پیوستگی چپ دارد. مثال:
lim ( ) , lim ( ) , ( )
x x

f x f x f
→ →+ −

= = =
2 2

6 3 2 3 �

⇒ = → =
→ −
lim ( ) ( )
x

f x f x
2

2 2SwH¾Tw¼ÃQOapH nj ÍMIU¸ÄH �

x پیوسته است، هرگاه f در c، هم پیوستگی راست و هم پیوستگی چپ داشته باشد:  c= نتیجه: تابع f در 
lim ( ) lim ( ) ( )
x c x c

f x f x f c
→ →

+ −
= = �

I:پیوسته باشد، در این صورت x a=  فرضک نید تابع f دری ک همسایگی 
x پیوسته است. a= y در  f x= [ ( )] f عددی غیرصحیح باشد، تابع  a( ) الف( اگر 

x فقط از  a= y در  f x= [ ( )] f عددی صحیح باشـد و دری ک همسـایگی a، تابع f، ایکداً صعودی باشـد، آن‌گاه تابع  a( ) ب( اگر 
راست پیوسته است.

x فقط از چپ  a= y در  f x= [ ( )] f عددی صحیح باشد و دری ک همسایگی a، تابع f، ایکداً نزولی باشد، آن‌گاه تابع  a( ) پ( اگر 
پیوسته است.

تست 	:41 )تمرین کتاب درسی( f در نقاط ......... پیوسته و در نقاط .......... ناپیوسته است.� x x( ) [ ] تابع 
  , ∅  )4 	 � � �, −  )3 	 � � �− ,  )2 	 ∅ ,   )1

پاس 3	 :خ
) پیوسته است. )� �− ) ناپیوسته و در سایر نقاط  ) با توجه به نمودار تابع، در نقاط صحیح 

تست 	:42 ، از نظر پیوستگی در دو نقطه به طول‌های 1 و 1- چگونه است؟ f x
x
x

x

x x
( ) ;

;
==

−−
++

>>

≤≤







2
1

1
1

2 1

تابع با ضابطهٔ 

2( در 1- ناپیوسته، در 1 پیوسته 1( در 1- ناپیوسته، در 1 ناپیوسته	
4( در 1- پیوسته، در 1 ناپیوسته 		 3( در 1- پیوسته، در 1 پیوسته

پاس f	 :خ x
x

x

x x

x
( )

;

;
=

− > < −
− ≤ ≤





1

2

1 1

1 1

IÄ �4

⇒

= − = − = = =
→ → → →+ + − −
lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( ) (
x x x x

f x x f x x
1 1 1 1

1 1 1 0 2 2 11 2 1 2 1

2

1 1

) , ( )

lim ( ) lim ( )
( ) ( )

= = → =

=
→ − → −+ +

f x

f x x
x x

SwH¾Tw¼ÃQIº nj

== − =− = − =− − =− − =−
→ − → −− −

2 1 2 1 1 1 2 1 2

1 1

( ) ,lim ( ) lim ( ) , ( )

( ) ( )

f x x f

x x

→→ =−







 SwH ¾Tw¼ÃQ njx 1

�

x

y

۱ ۲

f x x( ) = −2

x

y

۳

۲

۶

x

y

۱

۱

-۱

-۱
۲

-۲
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تست 	:43 )تجربی ـ 95( x پیوسته است؟�  0 f در نقطهٔ  x
x x

x
x

a x
( )

cos cos
sin

;

;
==

−− ≠≠

==









2
0

0

به ازای کدام مقدار a، تابع با ضابطهٔ 

a 4( هیچ مقدار 	 1

2

 )3 	 −1

2

 )2 	 − 1

4

 )1

پاس lim	 :خ ( ) lim
cos cos

sin
lim

cos cos

sin

co

x x x
f x

x x

x

x x

x→ → →
= − = ⇒ − ×

0 0 2 0 2

0

0

ss cos

cos cos
lim

cos cos

( cos )( )

x x

x x

x x

xx

+
+

= −
−→0

2

2
1 2

�1

=
−

− +
=

− −
→ →
lim

cos (cos )

( cos )( cos )( )
lim

cos ( cos )

x x

x x

x x

x x

0 0

1

1 1 2

1

(( cos )( cos )( )1 1 2

1

4− +
= −

x x
�

تست 	:44 )تجربی خارج ـ 97( f کدام است؟� ( )3
4

x پیوسته باشد،   1 f در نقطهٔ  x ax x

x ax x
( )

;

;
==

++ <<

++ ≥≥







3 1

1
2

اگر تابع با ضابطهٔ 

2/5 )4 	1/5 )3 	1/25 )2 	0/5 )1

پاس lim	 :خ ( ) lim ( ) , lim ( ) lim ( )
x x x x

f x x ax a f x ax a
→ → → →+ + − −

= + = + = + =
1 1

2

1 1

1 3 ++  → + = + ⇒ + = +=3 1 3 3 1
1

2kej¼]»óo{

njx
a a a a

*

( )


�3

⇒ + + = + ⇒ + − =  → = = −+ + = =−
a a a a a a aa b c a2 2 0

1 2

2

2 1 3 2 0 1 2,
·¼aSwH¡¡ù

k¹¨̈ïÂ¶Âÿ¹¶ Hn ÏI§ÄjHn®ÅIe(*)
 → =a 1 �

⇒ − = − + = = =f ( ) /
3

4

3

4

3
9

4

3

2

1 5 �

تست 	:45 )تجربی ـ 97( f کدام است؟� ( )2 x پیوسته است.   3 ، در نقطهٔ  f x ax x
a x x

x
( ) ;

log ( ) ;
==

++ <<

++ ≥≥







−−
2 3

1 3

3

2

تابع با ضابطهٔ 

4( صفر 	1 )3 	-1/5 )2 	-2 )1

پاس lim	 :خ ( ) lim log ( ) log log , lim
x x x

f x a x a a a f
→ → →+ + −

= +( )= = =
3 3

2 2 2

2

3

1 4 2 2 (( ) lim ( )x ax a a
x

x= + = + = +
→

−
−

3

3 0
2 3 2 3 1 �2

ke j¼]» óo{

njx
a a= → + =

3
3 1 2 ⇒ = − ⇒ = − + = − + = − + = −− −a f1 2 2 2 2 2 2

1

2

1 5
2 3 1( ) / �

تست 	:46 )تجربی ـ 98( ، فقط از چپ پیوسته است؟� x == −−2 ، در نقطهٔ  f x
x

x
x

a x
( ) | |

;

;
==

++
++

≠≠ −−

== −−








8

2
2

2

3

به ازای کدام مقدار a، تابع با ضابطهٔ 

12 )4 	6 )3 	-6 )2 	-12 )1

پاس شرط پیوستگی از چپ	 :خ : lim ( ) ( ) lim
| |( ) ( )x x

f x f
x

x→ − → −− −
= − ⇒ +

+
=

2 2

3

2
8

2

0

0

ÁHpH ¾M ¢ ± õ¶nk¤¤®iHj

j¼{ïÂ¶Âÿ¹¶x→ − − →
( )2

�1

lim
( ) ( )

( )( )x

x x x

x
a

→ − −

+ − +

− +
= − ⇒ = −

2

2
2 2 4

2

12 12

oü¯»¡Ia� ���� ����

�

تست 	:47 )تجربی خارج ـ 98( ، چگونه است؟� x  2 ، از نظر پیوستگی در  f x
x
x

x

x
( )

;

;
==

−−
−−

≠≠

==









2
4

2 2
2

2 2

تابع با ضابطهٔ 

2( پیوسته 		  1( از چپ پیوسته
4( از راست پیوسته 3( از چپ ناپیوسته و از راست ناپیوسته	

پاس f	 :خ ( )2 2= �4

lim ( ) lim
| |

lim
| |

lif x
x

x

x

x
x x x→ → →+ + +

= −
−

= ⇒ −
−

=
2

2

2

2

2
4

2 2

0

0

4

2 2

SLX¶



mm
( ) ( )

( )
( )

x

x x

x
f

→ +

− +

−
= = = ⇒

2

2 2

2 2

4

2

2 2 x از راست پیوسته است.� = تابع در 2

lim ( ) lim
| |

lim
| |

li
x x x

f x
x

x

x

x→ → →− − −
= −

−
= ⇒ −

−
=

2 2

2

2

2
4

2 2

0

0

4

2 2

Âÿ¹¶



mm
( ) ( )

( )
( )

x

x x

x
f

→ −

− +

− −
=
−

= − ≠ ⇒
2

2 2

2 2

4

2

2 2 x از چپ ناپیوسته � = تابع f در 2
است.
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	10ـ 8 ـ2	 پیوستگی در بازه

) پیوسته است؛ هرگاه در هر نقطهٔ این بازه پیوسته باشد. , )a b : تابع f روی بازهٔ  ( , )a b پیوستگی در بازهٔ 
a b �

 b ٔپیوستهٔ راست و در نقطه a ٔپیوسته و در نقطه ( , )a b ] پیوسته است؛ هرگاه در بازهٔ  , ]a b : تابع f روی بازهٔ  [ , ]a b پیوستگی در بازهٔ 
پیوستهٔ چپ باشد.

) پیوسته و در نقطهٔ a پیوستهٔ راست باشد. , )a b ] پیوسته است؛ هرگاه در بازهٔ  , )a b : تابع f روی بازهٔ  [ , )a b پیوستگی در بازهٔ 

) پیوسته و در نقطهٔ b پیوستهٔ چپ باشد. , )a b ) پیوسته است؛ هرگاه در بازهٔ  , ]a b : تابع f روی بازهٔ  ( , ]a b پیوستگی در بازهٔ 

I.را پیوسته می‌نامند f در هیچ نقطه‌ای از دامنهٔ تعریفش، بریدگی نداشته باشد، تابع f 1. به‌طورک لی اگر نمودار تابع
2. به‌طورک لی توابع چند‌جمله‌ای، رادیکالی،ک سری و چند‌ضابطه‌ای، در دامنهٔ خودشان پیوسته‌اند. دقتک نید در توابع چند‌ضابطه‌ای 

در نقاط مرزی دامنه‌ها خطر ناپیوستگی وجود دارد.
) پیوسته است. , )−∞ +∞ Df و f در هر نقطه از دامنه‌اش پیوسته باشد، می‌گوییم f روی بازهٔ  =  3. اگر 

تست 	:48 f بر روی مجموعهٔ اعداد حقیقی پیوسته باشد، a کدام است؟ ( )2 5 f با شرط  x
ax b x

x bx x
( )

;

;
==

++ >>

++ −− <<







2

1 2
2

اگر تابع با ضابطهٔ 

)تجربی خارج ـ 91( �
3 )4 	2 )3 	1 )2 	-1 )1

پاس x را بررسی کنیم تا در آن نقطه نیز پیوسته باشد:	 :خ = 2  تابع f در همه جا پیوسته است و فقط می‌بایست نقطهٔ مرزی یعنی  3

lim ( ) lim ( ) ( ) lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x f x f f x a b f x
→ → → →+ − + −

= = ⇒ = + =
2 2 2 2

2 2 22 2 1 3 2 2 5
2 + − = + =b b f, ( ) �

⇒ + = ⇒ = ⇒ = + =  → = − = ⇒ ==
3 2 5 2 2 1 2 5 2 5 1 4 2

1b b b a b a ab, �

تست 	:49 a کدام است؟ b  پیوسته است.  ، بر روی  f x x x x
ax b x

( )
[ ] ;

;
==

<<

++ ≥≥




1
1 به ازای مقادیری از a و b، تابع با ضابطهٔ 

 − 1

4

 )4 	 −1

2

 )3 	 1

4

 )2 	 1

2

 )1

پاس x نیز پیوسته است:	 :خ = −1 x و   پیوسته است، پس در نقاط مرزی 1=  تابع بر روی  4

f x
x x

ax b

x

x x
( )

[ ] ;

;
=

+
− < <
≥ ≤ −





1 1

1 1IÄ

 �

lim ( ) lim [ ] ( )[( ) ] ( )( ) , lim
( ) ( )x x x

f x x x
→ − → −

+

→+ +
= = − − = − − =

1 1
1 1 1 1 1

(( ) ( )

( ) lim ( ) ( )
− → −− −

= + = − + =− + = −
1 1

1 1f x ax b a b a b f
x

�

⇒− + = ⇒ = −a b a b I1 1( ) �

lim ( ) lim ( ) , lim ( ) lim [ ]
x x x x

f x ax b a b f f x x x
→ → → →+ + − −

= + = + = = =
1 1 1 1

1 1[[ ] ( ) ( )1 10 0 0
− = = ⇒ + =a b II �

⇒ + =  → − + = ⇒ = ⇒ = = − = − = −= −a b b b b b a b
I

a b
0 1 0 2 1

1

2

1
1

2

1
1

´ÄnHj ¢Lö( )
,

11

2

1

2

1

2

1

4

⇒ × = − × = −a b �

a b

a b

a b
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تست 	:50 ، بر روی مجموعهٔ اعداد حقیقی بزرگ‌تر از 1، پیوسته است؟� f x x
x

a x x
( )

sin ;

cos ;
==

≤≤ ≤≤

++ >>









ππ

ππ

1 6

36
6

2

به ازای کدام مقدار a، تابع با ضابطهٔ 
)تجربی ـ 94( �

 1

2

 )4 	 1

4

 )3 	 − 1

4

 )2 	 −1

2

 )1

پاس x برابر باشند، پس:	 :خ = 6  حد چپ و راست و مقدار تابع باید در نقطهٔ مرزی  2

lim ( ) lim cos cos cos ( )
x x

f x a
x

a a a
→ →+ +

= + = + = + = + =
6 6

2 2 2 2

36

6

36 6

3

2

π π π
aa + 3

4

�

lim ( ) lim sin sin
x x

f x
x→ →− −

= = =
6 6

6

1

2

π π �

f ( ) sin6

6

1

2

= =π �

⇒ + = ⇒ = − = − ⇒ = −a a a3

4

1

2

1

2

3

4

1

4

1

4

�



 

پیوست
در این چند صفحه، می‌توان نکات مهمّ پایه‌ای و مطالبی راک ه حسک ردم ممکن است، شما عزیزان بلد نباشید، آورده‌ام. 

این نکات در روند حل تست‌ها بسیار به شماک مک می‌کند و توصیه می‌کنم آن‌ها را خوب فرابگیرید.
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1. برخی توان‌های عدد 2 را حفظ باشید: 
2 8 2 16 2 32 2 64 2 128 2 256 2 512 2 1024

3 4 5 6 7 8 9 10= = = = = = = =, , , , , , , �
2. برخی توان‌های عدد 3 را حفظ باشید:

3 27 3 81 3 243 3 729
3 4 5 6= = = =, , , �

3. برخی توان‌های عدد 5 را حفظ باشید:
5 125 5 625 5 3125

3 4 5= = =, , �
4. برخی توان‌های عدد 6 را حفظ باشید:

6 216 6 1296
3 4= =, �

5. برخی توان‌های عدد 7 را حفظ باشید:
7 343 7 2401

3 4= =, �
6. تفاوت جذر با مجذور: جذری عنی رادیکال با فرجهٔ دو و مجذوری عنی توان دومی ک عدد. مثال:

 4 16 4 4 2
2 = ←   → =n»m\ ¶ nm] �

7. مجذور اعداد زیر را حفظ باشید:
10 100 11 121 12 144 13 169 14 196 15 225 16 256

2 2 2 2 2 2 2= = = = = = =, , , , , , �

17 289 18 324 19 361 20 400 21 441 22 484 23 529 24
2 2 2 2 2 2 2= = = = = = =, , , , , , , 22

576= �
8. برای ضرب اعداد دو رقمیی کسان بای کان 5ک افی‌است عدد 25 را در سمت راستِ عدد حاصل نوشته و سمتِ چپِ 25 را از ضرب 

)1+ صدگان( )صدگان( به دست آورید، پس:

× × × × ×
15

15

225

2 5

25

625

3 5

35

1225

4 5

45

2025

5 5

55

3025

2 3 4 5 6

, ... �

9. حاصلک سرهای زیر را حفظ باشید:
1

4

0 25
1

5

0 2
1

8

0 125
3

8

0 375
3

4

0 75
5

4

1 25
7

4

1 75
9= = = = = = =/ , / , / , / , / , / , / ,
44

2 25= / �

10. حاصل جذرهای روبه‌رو را حفظ باشید:

2 1 4 3 1 7 5 2 2  / , / , / �
11. بهتر است بدانید:

log log , log log2 1 5 5 1 2= − = − �
12. حاصل فاکتوریل‌های روبه‌رو را حفظ باشید:

2 2 3 6 4 24 5 120 6 720! , ! , ! , ! , != = = = = �
13. حاصل تریکب‌های روبه‌رو را حفظ باشید: 

5

2

5

3
10

6

3
20

8

3

8

5
56( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) =, , �

14. اعداد بخش‌پذیر بر 2: اعدادیک ه زوج هستند؛ مثل:

4 6 112 1258, , , , ... �
15. اعداد بخش‌پذیر بر 3: اعدادیک ه مجموع ارقامشان بر 3 بخش‌پذیر است؛ مثل: 

12 126 1008, , , ... �
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16. اعداد بخش‌پذیر بر 5: اعدادیک هی کانشان صفری ا پنج باشد؛ مثلِ: 

10 1005 3235, , , ... �

17. اعداد بخش‌پذیر بر 6: اعدادیک ه زوج هستند و بر 3 بخش‌پذیرند؛ مثل: 

12 1332, , ... �
18. اعداد اول: اعدادی هستندک ه فقط بری ک و خودشان بخش‌پذیر هستند؛ مثل: 

2 3 5 7 13 23, , , , , , ... �
ضمناً عدد 1، اول نیست.

19. طریقهٔ تبدیل عدد مخلوط بهک سر متعارف: 

a
b

c

a c b

c
=

× +( ) �

b a− 20. تفاضل a از bی عنی: 

21. اولویت اعمال ریاضی: اول پرانتز، دوم توان، سوم ضرب و تقسیم و چهارم جمع و تفریق

f قرار می‌دهیم. x( ) x2 را به جای x ها در  f را به توان 2 می‌رسانیم اما در دومی  x( ) f متفاوت است. در اولی  x( )2 f با  x2( )  .22

a را می‌توان تفکیکک رد:  b

c

+ a را نمی‌توان تفکیکک رد، اماک سر 

b c+
23. تفکیکک سرها: دقتک نیدک سر 

a

b c

a

b

a

c

a b

c

a

c

b

c+
≠ + + = +, �

y دو حالت زیر صادق است: ax b

cx d
= +

+
24. در تابع هموگرافیک به صورت 

ad bc− > 0 ad bc− < 0
(در محدودهٔ تعریف، صعودی است.)(در محدودهٔ تعریف، نزولی است.)

25. دقتک نیدک ه منفی در پشت پرانتز در همهٔ عوامل داخل پرانتز ضرب می‌شود، پس: 

1 1

3x
x− − =

3 1

3

− −x x

x

( )
= − +3

3

2x x
x

�

26. دو نمودار رایج در جزء صحیح:

۱

y

x
۲-۲ -۱ ۰ ۱

۱

y

x
-۲ -۱

-۱

۰

y x x= + −[ ] [ ]

y x x= − [ ]
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27. نمودارهای زیر را به خاطر مبحث انتقال به خاطر بسپارید:

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y x= y x= 2 y x= 3
y x=

045
۱

-۱
π
2

π
π3

2
π2

y sin x=
[ , ]π0 2

y

x

y

x

y

x x
045045

y

y x= 1y | x |=x
ay log=

x
ay log=

( a )< <0 1

a >1۱ ۱

xy a= xy a=
( a )< <0 1 a >1

y

xπ
2

π
π2

[ , ]π0 2
y cos x=

π3
2

28. تقسیم چند‌جمله‌ای بر چند‌جمله‌ای: برای تقسیم، حتماً در ابتدا جملات مقسوم و مقسوم‌علیه را از بزرگ‌ترین توان بهک وچک‌ترین 
توان بنویسید،ی عنی به صورت نزولی مرتبک نید. سپس اولین جملهٔ مقسوم را بر اولین جملهٔ مقسوم‌علیه تقسیم نموده و جواب را در 
محل خارج‌قسمت بنویسید و سپس جواب را در مقسوم‌علیه ضربک رده و علامت آن را عوضک نید و زیر مقسوم بنویسید و با مقسوم 

جمعک نید و این عمل را آن قدر ادامه دهید تا درجهٔ باقی‌مانده از مقسوم‌علیهک م‌تر شود.

مقسوم مقسوم علیه

خارج از قسمت 
x x+2

4 5 5
2x x− +

4 5
4 3x x− +

x− +5 5 باقی مانده

− −
− +

+
+

⇒ − + + + − + = −

4 4

5 5

5 5

5 5

4 5 5 5 5 4

4 3

3

3 2

2

2 2 4 3

x x

x

x x

x

x x x x x x x( )( ) ( ) ++5

x x− −25 5

�
29. به سه‌تایی‌های فیثاغورسی زیر دقتک نید:

( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )3 4 5 5 12 13 7 24 25 8 15 17k k k k k k k k k k k k k→ ∈ �
30. برای محاسبهٔ تعداد اعداد صحیح بین دو عدد صحیح a و b داریم:

1 1 2 1 3a x b n x b a a x b n x b a
a x b

a x b
n x b a≤ ≤ ⇒ = − + < < ⇒ = − −

≤ <
< ≤





⇒ = −( ) ( ) ( ) �

31. برای پیداک ردن ب.م.م و ک.م.م A و B ابتدا A و B را به عوامل اول تجزیه می‌کنیم؛ سپس داریم:

⇐ حاصل‌ضرب عوامل مشترک باک م‌ترین توان. ب.م.م 
⇐ حاصل‌ضرب عوامل مشترک با بیش‌ترین توان در عوامل غیرمشترک. ک.م.م 

x x x x x x x x x x2 2
2 8 4 2 6 8 2 4 2− − = − + + + = + + ⇒ = + =( )( ) , ( )( ) ( ) , (³.³.J ³.³.¥ ++ + −2 4 4)( )( )x x �

420 2 3 5 7 198 2 3 11 2 3 6 3 5 7 11 13
2 2 2 2= × × × = × × ⇒ = × = × × × × =, ³.³.J » ³.³.¥ =2 8860 �

توجهک نید اگر دو عدد، عامل اول مشترک نداشته باشند، ب.م.م برابر 1 است. ضمناً برای هر دو عدد طبیعی a و b داریم:

b a
ab

b a
,

,
³.³.¥

³.³.J

= �
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32. اگر مساحت را با S و محیط را با P و حجم را با V نمایش دهیم، داریم:

مربع1

a
da

P a= 4  
S a= 2

(oõ¤) d a= 2

مستطیل2
a

bP a b= +2( )

S ab=

مثلث3

a

b c
ah

θ

P a b c= + +

S a ha= 1

2

( )

S ab= 1

2

(sin )θ

مثلث متساوی‌الساقین4

a

b bah
P a b= +2

S a ha= 1

2

( )

مثلث متساوی‌الضلاع5

a

a a
060

060

060

P a= 3

S a= 3

4

2

(ÌIÿUnH)h a= 3

2

aشش‌ضلعی منتظم6 aa

P a= 6

S a= 6
3

4

2( )

مثلث قائم‌الزاویه7

b

a cP a b c= + +

S ab= 1

2

( )

متوازی‌الاضلاع8
a

h b
θ

P a b= +2( )

S a h=
S ab= sinθ

rPدایره9 r=2π
S r= π 2

لوزی10
θ

a
b cc

cc

P c= 4
S ab= 1

2

( )

S c= 2 sinθ

ذوزنقه11
a

h
b

P =Ì°òHÍµ]

S a b h= × + ×1

2

( )
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aبیضی12
bS ab= π

هر چهارضلعی دلخواه13
A B

C
D

θS AC BD= × × ×1

2

sinθ

مکعب14

a
a

C

A
B

(¾]» oõ¤)AB a= 2

(K÷§¶oõ¤)AC a= 3

ÂLºI]
S a= 4

2

®¨
S a= 6

2

V a= 3

مکعب مستطیل15

a b

c
C

A
B

( )¾]»oõ¤ AB a b= +2 2

( )®ÃõTv¶K÷§¶oõ¤ AC a b c= + +2 2 2

®¨
S ab ac bc= + +2( )

V abc=

منشور16

V = ×½køI¤SeIv¶ ÌIÿUnH

ÂLºI]
½køI¤ôÃd¶ ÌIÿUnHS= ×

®¨
½køI¤ oMHoM»j ÂLºI]S S S= +

hاستوانه17
r

V r h= π 2

ÂLºI]
S rh=2π

®¨
S r rh= +2 2

2π π

Vهرم18 S h= ×1

3

( )½køI¤

hمخروط19
L

مولد

r

V r h= 1

3

2π

ÂLºI]
S rL= π

rVکره20 r= 4

3

3π

®¨
S r= 4

2π




