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پيشگفتار 

به نام خدا

چند سال پيش، تعدادى از معلمان با دغدغه « آموزش استعدادهاى درخشـان» ، دورهم جمع شدند و موسسه علامه 
تهران  درخشان شهر  استعدادهاي  مدارس  دانش آموختگان  از  خودشان  معلم ها – كه  اين  كردند.  تأسيس  را  حلي 
مى باشند – سال ها در مدارس سمپاد (سازمان ملى پرورش استعدادهاى درخشان)، به دنبال پياده سازي روش هاي 
جديد و مؤثر آموزش بوده اند و درنهايت تصميم گرفتند تا نتيجه اين تجربيات را در موسسه علامه حلي در اختيار 

ديگر فعالان در عرصه آموزش بگذارند. 
مجموعه كتاب هاي انتشارات علامه حلى، يكي از محصولات اين تلاش جمعي است. در اين كتاب ها تلاش شده 
است تا علاوه بر تأمين محتواي مناسب براي دانش آموزان برتر كشور، روش هاي جديدتر و مؤثرتر آموزشي هم در 
انتقال اين محتوا به كار گرفته شده و پياده سازى شود. در پس اين كتاب ها، ساعت ها كار فكرى براى انتخاب ساختار 
و شيوه تدوين صرف شده است.  فعال كردن دانش آموز در روند آموزش و ارجاع او به انجام مشاهدات، فعاليت ها و 
آزمايش هاي مناسب براي انتقال مفاهيم آموزشي و همچنين ترغيب دانش آموز براى مراجعه به منابع گسترده تر چون 
سايت هاي علمي اينترنتي و نرم افزارهاي آموزشي، از ويژگي هاي اين سيستم آموزشي است. علاوه  بر  اين براي كمك 
به فرايند تدريس معلمان عزيز، محصولات جانبي چون متن راهنماي تدريس كتاب، محتواي الكترونيك و ... در كنار 

هر كتاب توليد شده است.
مجموعه كتاب هاي علامه حلي، با همكاري جمع زيادي از مؤلفين و معلمان باتجربه مدارس سمپاد – كه به دقت 
انتخاب شده اند – تأليف و ويرايش گرديده است؛ اما آرزوي ما در اين مؤسسه اين است كه از حضور تمامي معلمان 
دلسوز و باتجربه مدارس سمپاد و ديگر مراكز آموزشي برتر كشور عزيزمان، در تأليف كتاب ها و ديگر محصولات 
آموزشي، بهره ببريم؛ بنابراين از شما دبيران عزيز خواهشمنديم تجربه هاي خود را درزمينه استفاده از اين كتاب و 
آموزش آن در كلاس، براي ما به آدرس الكترونيك: book@mhelli.ir ارسال فرماييد تا ما در چاپ هاي بعدي كتاب، 
از تجربيات، نظرات و حتي تصاوير ارسالي شما  در انجام آزمايش ها، فعاليت ها، بازديدها و ... در كتاب – و البته با ذكر 
نام ارسال كننده – استفاده كنيم. البته دانش آموزان خوب و پرتلاش هم مي توانند در اين كار همكاري كنند و با معلمان 

خود در اجراي اين طرح همراه شوند. 
 

عابدى جعفرى                                                                                                  
                                                                                          مدير انتشارات علامه حلى



مقدمة مؤلف
افلاطون: مطالعه رياضيات، دستگاه ذهنى را توسعه مى دهد و به كار مى اندازد كه ارزش آن از هزاران چشم بهتر 

است زيرا درك حقيقت از طريق رياضى ميسر است.
    از اولين نشانه هاى تمدن بشر در كنار رودخانه نيل (مصريان باستان) تا كنون، هر جا كه نشانه اى از تفكر و 
هوشمندى آدمى به چشم مى خورد، ردپايى از هندسه هم مى توان پيدا كرد. هندسه به علمِ شكل ها و مطالعه آن ها 
شهرت دارد كه در قالبِ استانداردهايى مثل منطق و اصول به بررسى رابطه اشكال و خواص آن ها مى پردازد؛ تا 
بعدها، منجم ها در فهم و توصيف اجرام آسمانى يا فيزيكدان ها در ويژگى هاى حركت يا مطالعه ساختارهاى اجسام و 
هنرمندان در فهم و خلقِ آثار هنرى و توصيف تفكراتشان و معماران در طراحى ساختمان ها و فضاها از علم هندسه 
بهره ببرند. چه آن موقع كه ارشميدس از آن در محاسبه هوشمندانه حجم و مساحت اجسام استفاده كرد يا دكارت 
دنيايى از تركيب هندسه و جبر آفريد و منجر به پيدايش حساب بينهايت كوچك    ها شد، يا نوابغى چون گوس، اويلر 
و ريمان به كمك هندسه، شاخه هاى جذابى از رياضيات، مانند توپولوژى، هندسه ديفرانسيل و يا دنياى خمينه ها را 
براى ما خلق كردند؛ و اكنون كه نظريه هاى مختلف علمى از نجوم تا فيزيك براى پاسخگويى به سؤالات چيستى و 

چرايى گيتى، ناگزير به استفاده از هندسه هستند و مطمئناً در آينده نيز چنين خواهد بود.
    اين كتاب براى فهم مقدماتى هندسه در پايه دهم، براى دانش آموزان سخت كوش رشته رياضى تأليف شده كه 

دوست دارند از اين قافله علم عقب نمانند.
    با تغيير كتب آموزشى، در اين كتاب سعى كرده ايم بيشترين كمك ممكن را براى فهم بهتر هندسه در پاسخ به  

نياز  و نگرانى هاى شما دانش آموزان ساعى و اولياى گرامى تان داشته باشيم.
     در هر فصل سعى شده علاوه بر تدريس مفاهيم موجود در كتاب آموزشى، جاى خالىِ مفاهيم، مسائل و قضاياى 
مهم هندسى در كتاب را پركنيم و بعدازآن تعدادى مسئله كليدى را با حل آن ها برايتان آورده ايم. انتظار مى رود پس 
از خواندن هر مسئله به خودتان وقت بدهيد و سعى كنيد بدون مراجعه به راه حلِ آن، ايده هايى از راه حل را پيداكرده  
و از لذت اثبات مسئله بى بهره نباشيد. بديهى است كه با صرف زمان كافى ممكن است به راه حل هاى بهترى از 
راه حل هاى موجود در كتاب دست  پيدا كنيد. در آخر هر فصل هم تعدادى مسئله و تست وجود دارد كه بهتر است 

براى حل آن ها به اندازه كافى دقت و حوصله به خرج دهيد و در صورت حل نشدن به معلم خود مراجعه كنيد.
عليرغم تلاش هاى ما ممكن است در اين كتاب، به اشتباهات تايپى و نقايصى از اين قبيل برخورد كنيد كه اميدواريم 
انصارى  آقاى  از مجموعه همكارانم در مؤسسه علامه حلى؛ على الخصوص  پايان  ما گوشزد كنيد. در  به  را  آن ها 
مديرعامل مؤسسه و آقاى عابدى مديريت بخش كتاب تشكر ويژه مى نمايم و همچنين از خانم ها فراهانيان، قليچ 

خانى، مهرى و دلوچى كه زحمت صفحه آرايى، تايپ و هماهنگى و پيگيرى را كشيده اند، صميمانه تشكر مى كنم.

با سپاس فراوان
ليلا كاظمى 
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قبل از شروع به مطالعة كتاب اين قسمت را بخوانيد:

وقتى شروع به خواندن اين كتاب كنيد با بخش هاى مختلفى مواجه مى شويد كه غالباً يك لاك پشت متفاوت براى هركدام وجود دارد. در هريك 
از اين بخش ها از شما انتظار داريم كار متفاوتى انجام دهيد. اين قسمت ها براساس تئورى هاى نوين آموزش و تجارب موفق تدريس براى آموزش 

دانش آموزان مستعد طراحى شده است. اين بخش ها شامل:

جالب است بدانى: براي افرادي كه دوست دارند بيشتر 

از سطح استاندارد با موضوعات آشنا شوند اين قسمت 
توصيه مي شود. در اين قسمت مطالبي آورده شده كه 
خواندن و يادگرفتن آن الزامي نيست ولي آن قدر جذاب 

است كه نشود به راحتي بي خيال خواندن آن شد. 

لغت نامه: ما دانش آموزان مستعد و متفاوت (!) دوست 

داريم بتوانيم علاوه بر مطالب درسى، جستجويى هم 
بكنيم و ببينيم در دنيا درباره موضع درسى ما چه چيزى 
وجود دارد. براى همين در پايان هر فصل لغات مهم با 

معادل انگليسى آن آورده شده است.

تمرين ها: در آخر هر فصل تمرين هاي مرتبط با آن 
آورده شده است. تعداد تمرين ها، وقت لازم براي انجام 
آن ها، تعداد سؤالات سخت و آسان و نوع سؤالات كاملاً 
محاسبه شده، پس خيالتان راحت كه همه را مى توانيد 

انجام دهيد.

پرسش هاى چهارگزينه اى: سؤالات چهارگزينه اي 
شده  طراحى  فصل  هر  آخر  در  هم  تست  همان  يا 
آزمون سراسرى،  اين پرسش ها شامل سؤالات  است. 

آزمون هاى دوره اى تأليفى و سؤالات المپياد مى باشد.

شهرفرنگ: از آنجايى كه همه ما ساعت هايي از روز را 
در اينترنت سِير مي كنيم، مي شود علاوه بر ساير كارها، 
بخش  در  زد.  سر  جذاب هم  و  علمي  سايت هاي  به 
معرفي  فصل  موضوع  به  مربوط  سايتي  شهرفرنگ 

مى شود كه توصيه مؤلفان بازديد از آن سايت است.

درخت دانش: در صفحه دوم هر فصل، نموداري 

رسم شده تا به شما كمك كند در كمترين حجم، 
مطالب علمي فصل و چگونگى تقسيم بندي و ارتباط 
آن ها را با هم درك كنيد. درواقع اين بخش نقشه اي 

است براي گم نشدن در موضوعات علمي.

جمله  چند  دانش،  درخت  از  بعد  رفتارى:  اهداف 

نوشته شده كه از اول كار معلوم كند اين فصل را 
مى خوانيم كه چه بشود. خوب است در آخر فصل هم 
برگرديم و ببينيم، آيا مى توانم كارهايى را كه در اين 

بخش گفته انجام دهيم يا نه!

پاسخگو باش: در اين قسمت بايد پاسخگوى مطالبى 

كه تا اينجا خوانده ايد باشيد. پاسخگوي سؤالاتي كه 
انتظار مي   رود بعد از خواندن درس تا آن قسمت، بتوانيد 

باكمي فكر كردن به آن ها جواب دهيد.

فسفر بسوزان: شايد لازم باشد مقدار بيشترى از 

مغز خودمان استفاده كنيم و قدرى فسفر ذخيره شده 
را بسوزانيم. البته اگر نتوانستيد به سوالات اين بخش 
جواب دهيد افسرده نشويد؛ برخى از فسفر بسوزانيدها 

را خود مولفان هم بلد نيستند جواب دهند!

دست به كارشو: در موضوعات علمي مخصوصاً علوم 

تجربي، يادگيري باكيفيت بدون انجام آزمايش، مشاهده 
و ساخت وسايل علمي امكان پذير نيست. در قسمت 
دست به كار شو نحوه انجام آزمايش، دستورالعمل ساخت 

وسيله و يا نوع مشاهده توضيح داده مى شود.
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پیشگفتار
 همان طور که می دانید، پایه های عظیم ساختمان رفیع »هندسه« بر »اصول« آن استوار است.

»اصل ها« گزاره های درستی هستند که فرض می کنیم درست هستند و به کمک آن ها و منطق، مرحله به 
مرحله و قدم به قدم، قضایا و مسئله ها اثبات می شوند.

بازی شطرنج را در نظر بگیرید. »اصول« در این بازی نحوه حرکت مهره ها و قوانین بازی هستند. برای 
کسی که می خواهد برای اولین بار شطرنج بازی کند. باید توضیح داد که حرکت مهره اسب و رخ و ... چه 

تفاوتی دارد و قوانین برد و باخت به چه صورت است.
 اما اگر این فرد از ما بپرسد چرا حرکت این مهره ها و قوانین بازی این طور تدوین شده اند، چه پاسخی باید 

به او داد؟
تصور بر آن است که این »اصول« به خودی خود نه درست هستند و نه غلط؛ اما با رعایت و به کارگیری 
بی قید و شرط آن ها در حین مسئله )بازی(،  یک ساختار کلی لذت بخش خواهیم داشت. »هندسه« نیز چنین 
است. موجوداتی نظیر نقطه، خط، صفحه و فضا با خواص و قوانین مخصوص آن ها را در نظر می گیریم و 
اصولی بین آن ها قرار می دهیم تا با تبعیت از این اصول و قوانین به مجموعه ای منطقی اما »توضیح ناپذیر« و 
لذت بخش اما »آزمایش ناپذیر« دست پیدا کنیم. »توضیح ناپذیر« از آن جهت که اصول آن )همانند اصول 
شطرنج( فاقد هر نوع منطق مستقلی هستند و »آزمایش ناپذیر« به آن دلیل که هر نقطه تجربه پذیری در 
دنیای اطراف ما به هر حال ابعادی خواهد داشت در حالی که در هندسه اقلیدسی اصول درباره نقاطی بیان 
می شوند که هیچ بعدی ندارند و هر خطی که در هر جایی غیر از هندسه اقلیدسی رسم شود، نوع مستطیلی 

خواهد بود؛ در حالی که در هندسه اقلیدسی خط طولی بدون عرض است.

برای فهم این کتاب لازم است اصول و تعریف ویژگی های زیر را بدانیم:

1( نقطه هیچ بعدی ندارد. خط طول دارد و بی انتها است. روی هر خط همواره می توان نقطه جدیدی در 
نظر گرفت و از هر دو نقطه یک خط منحصربه فرد می گذرد. اگر دو نقطه روی یک خط در نظر بگیریم به 
قسمتی از خط که بین آن دو نقطه قرار می گیرد، پاره خط می گوئیم. اگر یک نقطه روی خطی اختیار کنیم به 

قسمتی از خط که در یک طرف این نقطه قرار می گیرد نیم خط می گوئیم.
نقطه را با حروف بزرگ و خط را با حروف کوچک علامت گذاری می کنیم. به اجتماع دو نیم خط با مبدأ 

مشترک زاویه می گوئیم.
   

2( هرگاه دو نقطه در صفحه ای قرار داشته باشند، دایره ای به مرکز یکی از این نقاط وجود دارد که از نقطه 
دیگری میگذرد.

در تعریف تحلیلی دایره می گوئیم: مکان هندسی نقاطی از صفحه که از نقطه ثابتی از صفحه )به اسم مرکز( 
به یک فاصله باشند. به این فاصله، شعاع دایره می گوئیم.

3( روی هر خط، هر پاره خط به طول دلخواه می توان جدا کرد و هر پاره خط را به طول دلخواه می توان امتداد 
داد.

4( وقتی از کلمه »هم نهشت« یا »برابر« برای دو شکل هندسی در این کتاب استفاده می کنیم، منظور آن 
است که یکی از آن دو شکل دیگری را می پوشاند. )این دو شکل درتمام ویژگی های قابل اندازه گیری همانند 
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یکدیگرند.(
پیش از این تعدادی قضیه و مسئله را در سال های قبل خوانده اید که در فصل های مختلف کتاب بنا به نیاز 

از آن ها استفاده خواهیم کرد و هر جا که لازم باشد، اثبات آن ها را یادآوری می کنیم:
1( قضیه موازی مورب: هر خط که خطوط موازی را قطع کند، تعدادی زاویه به وجود می آورد که تمام 

زوایای حاده آن ها باهم و تمام زوایای منفرجه آن ها باهم برابر خواهند بود.
A, را متقابل به رأس می گوئیم.  A1 2 زوایای 

d2 را طوری قطع کند که  d1 و  توجه: عکس قضیه موازی ـ مورب نیز درست است. )اگر خطی دو خط 

d2 موازی هستند.( d1 و  A, باشد، در این صورت می توان گفت که  A2 1

180° است. 2( مجموع زوایای داخلی هر مثلث برابر
 A B C+ + = °180

3( دو مثلث به یکی ازحالت های: سه ضلع نظیر به نظیر برابر )ض ض ض(، دو ضلع و زاویه بین نظیر به 
نظیر برابر )ض ز ض( و دو زاویه و ضلع بین نظیر به نظیر برابر )ز ض ز( هم نهشت خواهند بود.

تذکر: در مثلث های قائم الزاویه دو حالت وتر و یک ضلع قائمه نظیربه نظیر برابر و وتر و یک زوایه حاده 
نظیر به نظیر برابر نیز باعث هم نهشتی آن دو مثلث خواهد شد.

4( مساحت مستطیل برابر است با حاصل ضرب طول و عرض آن؛
مساحت مثلث برابر با نصف حاصل ضرب ارتفاع در قاعده نظیر آن؛

مساحت متوازی الاضلاع برابر است با حاصل ضرب ارتفاع در قاعده نظیر آن؛
مساحت ذوزنقه برابر است با نصف حاصل ضرب مجموع قاعده ها در ارتفاع ذوزنقه؛

مساحت هر چهارضلعی که قطرهای آن برهم عمود باشند، برابر است با نصف حاصل ضرب قطرهای آن.
5( قضیه فیثاغورث: در هر مثلث قائم الزاویه، مربع طول وتر برابر است با مجموع مربعات طول های اضلاع 

 c a b+ =2 2 2 . قائمه 

تذکر: عکس قضیه فیثاغورث نیز درست است؛ یعنی اگر اضلاع مثلثی در رابطه بالا صدق کردند آن مثلث 
B خواهد بود. قائم الزاویه در

6( قضیه تالس: اگر خطی موازی یکی از اضلاع مثلث دو ضلع دیگر مثلث )امتداد آن ها( را قطع کند، روی 
آن دو ضلع چهار پاره خط متناسب ایجاد می شود.

AM ANMN BC MB NC⇔ =

   d d A A B B⇒ = = =2 1 1 21 2
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7( اندازه زاویه محاطی برابر نصف کمان روبه روی آن است. اندازه زاویه مرکزی برابر کمان روبه روی آن 
است:

    


 ,BCA O BC= =2

8( در مثلث متساوی الساقین:
الف( زوایای مجاور به قاعده باهم برابرند.

ب( ارتفاع و میانه و نیم ساز رسم شده از رأس مثلث متساوی الساقین برهم منطبق هستند.
9( در هر مثلث هر میانه، میانه دیگری را به نسبت 2 به 1 قطع می کند

,
,

AK KB BM MC
AG GM CG GK
= =

⇒ = = ×2 2

رهنمودها ◄

ورزیده شدن در حل مسئله هندسی، با در دست داشتن روش های گوناگون حل مسائل مختلف به دست 
نمی آید.

ممکن است تغییر یک کلمه در صورت یک مسئله، آن را از مسئله ای ساده به مسئله ای پیچیده چه بسا 
لاینحل تبدیل کند. پیشنهاد می کنیم برای حل مسئله های جدید، در روش های حل مسئله های قبلی تعمق 
کنید و نقاط مشترک و تفاوت در راه حل ها را پیدا کنید. این کار وسعت دیدی به شما می دهد که در حل 

مسئله جدید کمک می کند تا به بیراهه نروید.
صورت مسئله را با دقت بخوانید و اگر لازم است برای فهم بهتر آن دوباره و یا سه باره این کار را تکرار 

کنید.
به کمک صورت مسئله سعی کنید شکل مربوط به آن را تا آن جا که ممکن است دقیق رسم کنید.

سعی کنید با فرض مسئله پیش بروید یعنی اگر قرار است چهار ضلعی ای رسم کنید، آن را در حالت خاص 
)متوازی الاضلاع یا بدتر از آن مستطیل( رسم نکنید.

اگر قرار است در مثلثی میانه رسم کنید، سعی کنید با استفاده از خط کش تا آن جا که ممکن است وسط 
ضلع را دقیق تر انتخاب کنید و اگر قرار است نیم ساز رسم کنید پیشنهاد می کنیم از نقاله استفاده کنید تا 

شکل درست تر رسم شود.
شاید این مثال، لزوم رسم شکل دقیق را به شما یادآور شود.

 AC قطر  به  دیگری  نیم دایره  و   AB قطر  به  نیم دایره ای  زیر  در شکل 
رسم کرده ایم تا همدیگر را در D قطع کنند. پاره خط BC را رسم کنید تا 

نیم دایره به قطر AB را در E و نیم دایره به قطر AC را در F قطع کند.

از  AEB = °90  چون E روی نیم دایره به قطر AB است پس زوایه AEB محاطی مقابل به قطر است. پس
AFC = °90 طرفی F نیز روی نیم دایره به قطر AC است، پس

حال به مثلث AEF دقت کنید. مجموع زوایای داخلی این مثلث چقدر است؟
ADC نیز زوایای محاطی مقابل به قطر هستند و هر کدام یک قائمه می شوند پس زوایه ADB و زاویه های

BDC چقدر است؟
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و این یعنی از دو نقطه B و C دو خط می گذرد! چرا این نتایج عجیب به دست آمده اند؟
سعی کنید شکلی که برای مسئله رسم می کنید به اندازه کافی بزرگ باشد و فرض مسئله را روی شکل نیز 
نشان دهید. مثلًا اگر قرار است زوایه ای با زوایه دیگری برابر باشند این برابری را روی شکل نیز نشان دهید.

گاهی لازم است برای حل مسئله و رسیدن به حکم، از رسم خط یا پاره خط های جدیدی در شکل استفاده 
کنیم. برای فهمیدن اینکه در رویارویی با مسئله جدید، چه خط یا خط هایی را باید رسم کنیم، لازم است در 
روش حل مسئله های پیشین به اندازه کافی تعمق و تفکر کرده باشیم. معمولاً در اثبات آنکه دو پاره خط باهم 
برابرند، سعی می کنیم مثلث هایی شامل آن دو پاره خط پیدا کنیم که بتوانیم هم نهشتی آن ها را اثبات کنیم 

و یا از ویژگی های مثلث متساوی الساقین و یا متوازی الاضلاع استفاده کنیم.
به نظر شما چرا در حل مسائل شامل میانه در مثلث، آن میانه را به اندازه خود امتداد می دهیم اما کمتر پیش 
می آید که در ارتفاع یا نیم ساز مثلث این کار را انجام می دهیم؟ با کمی تفکر می فهمیم که اگر در مثلثی، 
میانه ای را به اندازه خودش امتداد دهیم، نقطه جدید به دست آمده که با سه رأس مثلث چهار رأس یک 
متوازی الاضلاع را نشان می دهند )چرا؟( و متوازی الاضلاع خواص کمک کننده زیادی دارد و این دستکاری 

در شکل، ما را به آن ها مسلح می کند.
دیدن راه حل های مختلف برای یک مسئله و تفکر در آنکه چه نوع دستکاری های دیگری در شکل راه گشا 

هستند، قطعاً شما را در حل مسائل هندسی ورزیده تر خواهد کرد.



ترسیم و استدلال
فصل 1

در سردر اولین دانشگاه بشر )آکادمی( نوشتند: «هر کس هندسه نمی داند وارد نشود»
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  اگر این فصل را به خوبی مطالعه کنی و کارهای خواسته شده را به دقت انجام دهی:

با ابزارهای ترسیم هندسی آشنا خواهی شد. {

خواص عمودمنصف یک پاره خط را خواهی دانست. {

با خواص نیمساز آشنا خواهی شد. {

خواص میانه های یک مثلث را خواهی دانست. {

با شرایط رسم پذیر، می توانی برخی از مسائل ترسیم را رسم کنی. {
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ترسیم هاى هندسى ◄

آن ها  به کمک  که  بوده  بشر، رسم شکل هایی  تکامل  در سیر  افکار  و  مفاهیم  انتقال  اولیۀ  راه های  از  یکی 
انسان ها می توانستند باهم ارتباط برقرار کنند. به نظر می رسد این راه ارتباطی پیش از اختراع خط و نوشتن، 
در جوامع بشری کاربرد داشته و مشکلات به وجود آمده را حل می کرده است. پس از شکل گیری زبان و 
گفتار نیز انسان از ترسیم غافل نشده و آن را به عنوان وسیله ای برای بیان افکار و تجسم بخشیدن به آن ها 

استفاده می کند. 
در هندسۀ اقلیدسی، ما با موجودات غیرواقعی نقطه، خط، صفحه و مانند آن ها سروکار داریم که ابعاد آن ها به 
ترتیب صفر، یک و دو هستند و همان طور که می دانید، در دنیای اطراف ما تاکنون قابل مشاهده و تجربه نبوده اند.
از طرفی به نظر می رسد موجودات هندسی می توانند در حل مسائل، انتقال ایده ها، خلق آثار هنری، افزایش 
کتاب  از  فصل  این  در  باشند.  داشته  فراوانی  و  گوناگون  کاربردهای  افکار،  مرتب کردن  و  تجسم  قدرت 

می خواهیم از قوانین و زبان هندسی برای تجسم و ترسیم اشکال استفاده کنیم.
در حل مسائل هندسی لازم است با تعاریف و ویژگی ها و گرامر بین موجودات هندسی آشنا باشیم. به یاد 

داشته باشید که در مسائل ترسیم:
1( در صورت مسئله سعی می کنیم به کمک چیزهایی که معلوم هستند و به ما داده شده اند، چیز یا چیزهایی 

را پیدا کنیم که به آن ها مجهول می گوییم.
2( چیزهایی که معلوم اند، نقاط یا پاره خط ها و یا زوایا و یا ... هستند که در صورت مسئله مشخص می شوند. 
همان طور که می دانید، واحدهای اندازه گیری و وسایل اندازه گیری در دستگاه های مختلف متفاوت است و 
نتوانیم به مقدار دقیق دسترسی داشته باشیم. در  اندازه گیری باعث می شوند که هرگز  همواره خطاها در 
مسائل هندسی، طول پاره خط و یا اندازۀ زاویه داده شده را اندازه گیری نمی کنیم؛ بلکه می پذیریم پاره خط، 
زاویه و یا... در صفحه وجود دارد و سعی می کنیم به کمک پرگار و خط کش ازآنچه در دسترس ماست، 

مجهول )ها( را که در دسترس ما نیستند رسم کنیم.
مثلًا فرض کنیم، می خواهیم از نقطۀ A خارج از خط d عمودی بر آن رسم کنیم. اگر کسی پیشنهاد کند که 
نقطۀ B جایی روی خط d قرار دارد که با رسم پاره خط AB در نقطۀ B زاویۀ قائم ساخته می شود؛ اما روش 
معینی برای پیدا کردن نقطۀ B به ما ندهد، ما می توانیم به اندازۀ زاویۀ B مشکوک باشیم و حق داریم که 

عمود بودن AB بر d را نپذیریم. 
کدام یک از این نقاط نقطۀ B هستند؟

 

 فرض کنید شما به همراه سه نفر دیگر از دوستانتان، در حیاط مدرسه، در نقاط مشخصی ایستاده اید و قرار 

است همگی به سمت توپی که روی زمین قرار دارد بدوید و کسی برنده است که زودتر به توپ برسد. جای 

توپ را طوری مشخص کنید؛ که هیچ کس اعتراضی نداشته باشد.            

)آیا مسئله همیشه جواب دارد؟ آیا فقط یک جواب دارد؟(

این بازی را حداکثر با چند نفر می توان انجام داد؟

این افراد چگونه باید بایستند تا مسئله جواب داشته باشد؟

فسفر 
بسوزان
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در ترسیم قبول می کنیم که:
الف( برای رسم یک خط دو نقطه از آن کافی است. )حتماً دقت کرده اید که در هندسه »خط« و »خط 
راست« یکی هستند(. پاره خط به قسمتی از خط که بین دو نقطۀ روی آن قرار گرفته گفته می شود. برای پیدا 
کردن نقطه ای روی خط گاهی از خواص آن نقطه استفاده می کنیم. نقطه از برخورد دو خط یا خط و دایره 

و یا دو دایره به دست می آید.
ب( برای رسم دایره لازم است نقطه ای به نام مرکز و پاره خطی به نام شعاع داشته باشیم.

با رسم دایره به مرکز A  و شعاع BC، تمام نقاطی از صفحه را پیدا می کنیم که فاصلۀ آن ها از نقطۀ A برابر با 
طول پاره خط BC باشد. فاصلۀ نقاط بیرون دایره از نقطۀ A، بیشتر از طول BC و نقاط درون کمتر از BC است.

=
<
>

AM BC
AN BC
AK BC

 

بنابراین اگر در این کتاب گفته شود دایره ای به مرکز A و شعاع 4 سانتی متر رسم کنید، منظور آن است که 
نقطه ای به نام A و پاره خطی به طول 4 سانتی متر داده شده اند: همۀ نقاطی از صفحه که فاصله آن ها از نقطه 

A برابر پاره خطی با طول 4 باشد، با یک دایره نمایش داده می شود.

حل مسائل ترسیم با ابزارهای هندسی به صورت غیررسمی، در طول تاریخ شکل یک مسابقۀ تاریخی بین ریاضی دوستان به 

خود گرفت.

این مسابقه که کسی بتواند با ابزارهای کمتر، اما با همان دقت کافی در هندسه مسئله ترسیم را حل کند، باعث شهرت بعضی 

از مسائل شده است. در بعضی از ترسیم شکل های بنیادی هندسی، سعی بر آن بوده که تنها با استفاده از پرگار شکل را مشخص 

کنند که از بین این مسئله ها، پیدا کردن مرکز دایرۀ معلوم فقط با پرگار، مسئلۀ حل شده و جالبی است. )سعی کنید!( همچنین 

بعضی از مسائل فقط با خط کش غیرمدرج حل می شوند که رسم خطی موازی با دو خط دیگر از نقطۀ معلومی بیرون این دو 

d' خطی موازی با آن ها فقط به کمک خط کش رسم  خط یکی از آن ها است. )سعی کنید از نقطۀ A خارج از دو خط موازی d و 

کنید(

ثابت شده است بعضی از مسائل ترسیم که مدت های طولانی فکر ریاضی دوستان را به خود مشغول کرده بودند، قابل حل با 

خط کش و پرگار نیستند. ازجمله این مسائل معروف تضعیف مکعب )رسم مکعبی که حجم آن دو برابر حجم مکعب معلوم 

دیگری باشد.( تثلیث زاویه )تقسیم یک زاویه دلخواه به سه قسمت مساوی( و تربیع دایره )رسم مربع هم مساحت با دایره 

معلوم( است. حالا می دانیم که با خط کش و پرگار نمی توانیم مربعی هم مساحت با دایرۀ به شعاع معلوم رسم کنیم.

دلیان  باشد، مسئله  برابر حجم مکعب مفروضی  آن دو  مسئله ساختن مکعبی که حجم 

)Delian( نام دارد.

در کتاب های تاریخ ریاضی می خوانیم: مردم آتن در سال ۴3۰ پیش از میلاد به پیشگوی 

معبد دلوس مراجعه کردند و خواستند بدانند که چگونه می توانند جلوی بیماری طاعون را که 

به شهر آن ها حمله کرده و مردم را قتل عام می کند بگیرند. پیشگوی معبد به آن ها می گوید 

که برای متوقف کردن طاعون باید اندازۀ محراب «آپولو» را که به شکل مکعب بود، دو برابر 

کنند.

حالا می دانیم که مسئله دو برابر کردن حجم مکعب که هر یال آن یک واحد باشد منجر به 

x می شود که با کمک خط کش و پرگار حل شدنی نیست. =3 حل معادلۀ2
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برای ترسیم شکل های هندسی و حل مسائل مربوط به آن لازم است ویژگی ها و خواص بعضی از خط ها و 
پاره خط های خاص را بدانیم:

1(عمودمنصفیکپارهخط خطی است که بر وسط آن پاره خط عمود است. 
با این تعریف، عمودمنصف اولاً شامل تمام نقاطی است که از دو سر پاره خط به یک فاصله باشند و ثانیاً هر 

نقطه روی عمودمنصف از دو سر پاره خط به یک فاصله است. 

اگر خط d عمودمنصف پاره خط AB باشد:
باشد،   =MA MB بگیرد که  قرار  AB در آن است طوری  پاره خط  M در صفحه ای که  نقطۀ  اگر  الف( 

می توان ثابت کرد که M روی عمودمنصف پاره خط AB در آن صفحه است.  

ب( اگر نقطۀ T طوری در صفحه قرار بگیرد که روی عمودمنصف پاره خط AB باشد، می توان ثابت کرد که 
  =TA TB

= xoz zoy 2(نیمساززاویۀ xoy نیم خط OZ است با مبدأ O که 
به دست  مبدأ مشترک  با  نیم خط  دو  اجتماع  از  زاویه  کنید که  )دقت 
 می آید.( به قسمتی که در شکل مشخص شده است درون زاویه می گوییم.

نظر  در  را   'xx خط  است  کافی   ، xoy زاویه  درون  کردن  پیدا  برای 
بزنیم.  هاشور  دارد  قرار  oy در آن  که  را  از صفحه  و قسمتی  بگیریم 
را در نظر بگیریم و قسمتی از صفحه را که ox در آن  'yy سپس خط 
قرار دارد هاشور بزنیم. قسمتی از صفحه که دوبار هاشور می خورد درون 

زاویه گفته می شود.( 

باشد: xoy اگر oz نیمساز زاویۀ 

الف( اگر نقطۀ P روی oz باشد، P از اضلاع زاویه به یک فاصله است. 

رسم می شود.(  'xx xx' یعنی طول عمودی که از P بر )یادآوری: فاصله P از خط

 )oz( روی نیمساز Q ،به یک فاصله باشد oy و ox از دو نیم خط Q اگر نقطۀ )ب
است. )چرا؟(

 = ⇒ =QT QM O O1 2

3(میانه پاره خطی است که رأس مثلث را به وسط ضلع روبرو وصل می کند.

= ⇒BM MC             AM میانه وارد بر ضلع BC است.

a b و c نمایش دهیم، به جای میانه وارد بر ضلع   ، a AC و AB را به ترتیب با   ، BC تذکر:اگر اضلاع 
ah استفاده می کنیم. و به جای ارتفاع وارد بر ضلع a از  am از  ( )BC

اگر نیمساز زاویۀ داخلی A در مثلث ABC ضلع BC را در D قطع کند، به D پای نیمساز می گوییم و پاره خط 
ad نمایش می دهیم. AD را با 

روبه رو  جملۀ  دو  تفاوت 

چیست؟

پاسخگو باش

جمله روبه رو را ثابت کن.

پاسخگو باش

 O O PH PK= ⇒ =1 2

جمله روبه رو را ثابت کن.

پاسخگو باش

جمله روبه رو را ثابت کن.

پاسخگو باش



16

هندسه
دهم

ترسیم
در گذشته دیده ایم که مثلث هایی که دوضلعوزاویهبین و یا دوزاویهوضلعبین و یا سهضلع نظیر به نظیر 
برابر داشته باشند برابر )هم نهشت( هستند؛ یعنی با داشتن یکی از سه حالت فوق، فقط یک مثلث ترسیم پذیر است.

1ملاث اگر دو ضلع و زاویه بین آن دو ضلع از مثلثی معلوم باشد، چطور آن را رسم می کنید؟ث

 رسم کنید،  = °A 40 =, و زاویه بین =AC AB4 )در این کتاب به جای اینکه گفته شود مثلثی با دو ضلع5
A رسم کنید؛ و منظورمان از رسم کردن، استفاده از خط کش  می گوییم مثلثی با معلوم بودن ضلع AB ، AC و 

A است.( و پرگار و معلومات مسئله یعنی AB و AC و 

پاسخ: برای رسم کافی است پاره خط AB را رسم کنیم  

)دقت کنید که AB چون جزء معلومات مسئله است، قابل ترسیم است و مثلًا BC را چون جزء معلومات 
A را جدا کنیم یعنی نیم خط AX را طوری  مسئله نیست نمی توانیم رسم کنیم.( از سمت نقطۀ A زاویۀ معلوم
. روی نیم خط Ax به اندازۀ AC جدا کنیم و نقاط B و C را به یکدیگر وصل کنیم.  =B AX A رسم کنیم که

، AB رسم کن.  ,B A  مثلثی با معلوم بودن 

دست به کار 
شو

2ملاث مثلثی با معلوم بودن سه ضلع AB، AC، BC رسم کنید.)تذکر: در مثلث ABC، ضلع AC روبه رو به ث
) ,= =BC a AB c زاویه B است، به همین دلیل به جای AC می توانید از b استفاده کنید. به همین ترتیب:

 BC دایره ای به شعاع B و به مرکز AC دایره ای به شعاع A را رسم می کنیم. به مرکز AB پاسخ: پاره خط
 C می نامیم و نقطۀ C رسم می کنیم. اگر این دایره ها همدیگر را در دو نقطه قطع کنند، یکی از نقاط را نقطه

را به A و B وصل می کنیم. مثلث ABC، مثلث مطلوب است.

 

> یعنی مثلث فقط وقتی به وجود می آید که مجموع طول  +AB AC BC تذکر:در این حالت )شکل )1(( 
هر دو ضلع آن، از ضلع سوم بزرگ تر باشد که به آن شرط وجود مثلث می گوییم.

در حل مسائل ترسیم سعی می کنیم که با توجه به معلومات مسئله، مثلثی در شکل پیدا کنیم که توسط یکی 
از حالت های بالا و یا حالت های اصلی دیگر )وتر و یک ضلع و یا وتر و یک زاویه حاده( قابل رسم باشد. پس 

از رسم این مثلث که ما آن را مللثحلکننده می گوییم، به رسم شکل اصلی می پردازیم.

مثلث قائم الزاویه ای رسم کن که:

الف( وتر و یک ضلع آن معلوم باشد.

ب( وتر و یک زاویه حاده آن معلوم باشد. دست به کار 
شو
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3ملاث am رسم کنید.ث مثلثی با معلوم بودن a، b و
پاسخ: فرض کنیم مسئله را حل کرده ایم و مثلث خواسته شده معلوم است. با توجه به صورت مسئله

 = =
aBM MC
2

, معلوم اند. چون میانه، ضلع مقابل را نصف می کند پس ,= = =aAm m AC b BC a

هم معلوم هستند، پس هر سه ضلع مثلث AMC معلوم اند و این مثلث به حالت سه ضلع قابل رسم است و 
مثلث حل کننده، مثلث AMC است. پس مراحل ترسیم به شکل زیر خواهد بود:

, رسم می کنیم. ,= = = a
aAC b MC AM m
2

الف( مثلث AMC را با معلوم بودن سه ضلع

ب( CM را از سمت M به اندازۀ خودش امتداد می دهیم و نقطۀ به دست آمده 
را B می نامیم.

ج( از A به B وصل می کنیم. مثلث ABC، مثلث مطلوب است.

مملاث cm رسم کنید. ث مثلثی با معلوم بودن a و b و
پاسخ: )بازهم( فرض می کنیم مسئله حل شده است؛ 

, معلوم اند، ,= = =cCT m AC b BC a پس در شکل روبه رو

= را نداریم و فعلًا مثلث حل کننده مشخص نیست. برای پیدا کردن 
AB AT
2

اما AB معلوم نیست؛ یعنی

مثلث حل کننده، میانه CT را به اندازۀ خودش امتداد می دهیم تا به نقطۀ K برسیم.

علاوه بر خاصیت های خوب دیگری که میانه دارد، معمولاً در حل مسائل، در نظر داشته باشید که اگر میانۀ 

مثلث را به اندازۀ خودش امتداد دهیم چهارضلعی ای به وجود می آید )در شکل بالا AKBC( که قطرهای آن 

)AB و CK قطر هستند( همدیگر را نصف کرده اند. می دانیم که این چهارضلعی، متوازی الاضلاع خواهد بود 

و به ما این امکان را می دهد که از خواص زیادی که متوازی الاضلاع دارد استفاده کنیم.

 ) AKBCAT TB CT
AKBC

CT TK
= 

→= 

Â•±†#nI¿a#ÁIÀo‰¤ #

kºH#½jo¨#œ ~º #Hn#oÃ¬kµÀ#

(SwH#¾ºIÃ¶

“°†¯H#ÁpH¼T¶

: =AK BC  در متوازی الاضلاع ضلع های روبه رو برابرند:

 با سه ضلع معلوم قابل رسم است.
∆

AC K مثلث حل کننده مسئله ظاهر شد.

, ,= × = = =cCK m AK BC a AC b2  

پس مراحل ترسیم به صورت زیر خواهد بود:

, رسم می کنیم. ,= = = cAC b AK a CK m2 الف( مثلث ACK را با اضلاع

ب( نقطۀ T وسط ضلع CK را پیدا می کنیم و AT را رسم می کنیم.

ج( پاره خط AT را از سمت T به اندازۀ خودش امتداد می دهیم تا به نقطۀ B برسیم.

د( مثلث ABC را رسم می کنیم. این مثلث، مثلث مطلوب است.
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    تمرین ها

عمودمنصف 

18 یک پاره خط در یک صفحه چند عمودمنصف دارد؟ در فضا چطور؟.
28 چطور وسط یک پاره خط را پیدا کنیم؟.
38 در مثلث ABC، عمودمنصف های اضلاع AB و AC، یکدیگر را در I قطع کرده اند..

الف( آیا دایرۀ به مرکز Ι که از رأس A بگذرد، از رأس های B و C نیز می گذرد؟
ب( ثابت کنید، عمودمنصف ضلع BC نیز از Ι می گذرند.

ج( در چه صورتی نقطۀ Ι حتماً در درون مثلث ABC است؟
د( در چه صورتی نقطۀ Ι وسط ضلع BC قرار می گیرد؟

تذکر: در تمرین قبل ثابت کردیم، عمودمنصف های اضلاع هر مثلث همرس اند و این نقطه مرکز دایره ای است که از هر سه 
رأس مثلث می گذرد. )چرا؟(

48 در چهارضلعی ABCD نقطۀ M محل برخورد عمودمنصف های اضلاع AB و BC است و نقطۀ P محل برخورد عمودمنصف های .
AD ،CD است. ثابت کنید MP قسمتی از عمودمنصف قطر AC است.

58 در مثلث ABC، مطابق شکل از رأس های مثلث موازی اضلاع روبه روی آن ها خط هایی رسم کرده ایم تا مثلث PQT تشکیل شود. .

الف( سه متوازی الاضلاع در شکل نام ببرید.
اینکه میدانیم در متوازی الاضلاع ضلع های روبه رو برابرند؛ ثابت کنید رأس های مثلث  با  با توجه  ب( 

هستند.
∆

PQT ABC وسط های اضلاع 

است.
∆

ABC ج( عمودمنصف پاره خط PQ را رسم کنید و ثابت کنید قسمتی از این عمودمنصف ارتفاع 
د( ثابت کنید ارتفاع های هر مثلث همرس اند.

نیمساز

68 در مثلث ABC، نیمساز زاویۀ A، نیمساز زاویۀ B را در O قطع کرده است. .

الف( آیا O از هر سه ضلع مثلث به یک فاصله است؟
ب( ثابت کنید نیمساز زاویۀ C نیز از O می گذرد.

 ABC که به هر ضلع مثلث O تذکر: در سؤال بالا ثابت کرده اید که نیمسازهای داخلی هر مثلث همرس اند؛ به دایره ای به مرکز
مماس باشد دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC می گوییم.

OBCرا برحسب شعاع دایره محاطی داخلی و اضلاع مثلث بنویسید و باهم جمع کنید.   ،OAC  ،OAB ج( مساحت مثلث های 
رابطۀ به دست آمده را برحسب محیط و مساحت و شعاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث ABC بنویسید.

78 در مثلث ABC، نیمسازهای خارجی زوایای A و B همدیگر را در T قطع کرده اند..

الف( ثابت کنید نیمساز داخلی زاویۀ C نیز از T می گذرند.
ب( با توجه به قسمت الف جای خالی را پر کنید: در هر مثلث هر نیمساز داخلی یک زاویه با .............. همرس اند.
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پاسخ تمرین های فصل اول◄◄◄

1.	 هر پارهخط در صفحه یک عمودمنصف دارد و در فضا بیشمار.
روش پیداکردن وسط یک پارهخط: به کمک روش رسم عمودمنصف 	.2

دو دایره هم شعاع به مرکز دوسر پاره خط رسم  میکنیم به طویکه همدیگر 
را در دوتقطه قطع کنند. خط گذرنده از آن دو نقطه عمود منصف پاره هط 

است. پاره خط موردنظر، وسط پاره خط موردنظر است.
الف( بله )دایره محیطی( 	.3

ب( میدانیم هر نقطه روی عمودمنصف پارهخط از دو سر پارهخط به یک 
فاصله است و برعکس پس:

 }AI BI IC BIAI IC
= ⇒ ==

نتیجه I روی عمودمنصف BC است.
ج ( در صورتی که تمام زوایای مثلث حاده باشند .

د( مثلث قائمالزاویه باشد.
تذکر: چون میدانیم دایره مکان هندسی نقاطیست که از یک نقطه )مرکز( 
به یک فاصله شعاع باشد، و فاصله I )نقطه همرسی عمودمنصفها از تمام 

رئوس مثلث برابر است(
نقطه M محل برخورد عمودمنصفهای AB و BC است درنتیجه فاصلهاش  	.4

از نقطههای B ،A و C یکسان است: 
 AM MB MC= =  

به همین ترتیب فاصله نقطه P از D و C و A برابر است:
 PA PC PD= =  
 M نتیجه میگیریم که هر دو نقطه { , }AP PC MA MC= = از دو تساوی

MP بخشی از عمودمنصف  و P روی عمودمنصف قطر AC قرار دارند پس 
AC است.

CABT ؛PABC ؛AQBC )الف 	5.
ب(  

}:
}:

AQ BC CAQB
AQ AP AP BC PABC

=
= ⇐  =

´ÄnHj Ì°ò¯HÁpH¼T¶ nj

´ÄnHj Ì°ò¯HÁpH¼T¶ nj

درنتیجه نقطه A وسط PQ است و به همین ترتیب برای رأس مثلث نقاط 
اثبات میشود.

BC|| و در قسمت »ب« ثابت کردیم A وسط  PQ ج( طبق فرض داریم:
پارهخط PQ است درنتیجه عمودمنصف پارهخط QP از A گذشته و چون 
PQ|| بر BC هم در H عمود است و  BC PQ در A بر آن عمود است و

ارتفاع AH را به وجود میآورد.
د( ارتفاعهای هر مثلث عمودمنصفهای مثلث دیگری هستند و چون عمود 
منصف های هر مثلث همرسند پس ارتفاع های مثلث ABC نیز پس همرسند.

الف( بله 	.6
ب( طبق قضیه: فاصله هر نقطه روی نیمساز زاویه از دو ضلع زاویه به یک 

فاصله است و برعکس
نقطه O روی نیمسازهای OB و OA قرار دارد پس:

         
,OH QO OH OP= =

 

روی   O پس  هستند   C زاویه اضلاع   CQ و  CP ؛ OP OQ= درنتیجه

C قرار دارد. نیمساز زاویه

)r( :شعاع دایره محاطی مثلث )ج

 

( ) :
( )( ) :
( ) :

r AB AOB
r BCr AB BC AC COB
r AC AOC





+ + ←




2

2

2

Ì¼µ\¶

W±X¶ SeIv¶

W±X¶ SeIv¶

W±X¶ SeIv¶

 

 ( )ABC
AB BC ACS r + += 2  

	.7
 TP TH B T= ⇐ pIvµÃº Á»n

 TQ TH A T= ⇐ pIvµÃº Á»n

 TP TQ→ =Ák•U #SÃ‚Ii

⇐ T روی نیمساز C قرار دارد.  Q و P روی اضلاع زاویه C هستند 

 AB BD
AC CD= فرض:

     ˆ ˆA A=1 2 حکم: 

از نقطه C موازی AD خطی رسم می کنیم تا امتداد ضلع AB را در H قطع 
] داریم: || ]AD CH کند. حالا طبق قضیه تالس

 BD AB
CD AH=  

 AH AC= BD پس AB
CD AC= و چون طبق فرض داشتیم:

موازی  طبق  طرفی  از   C H= پس است  متساویالساقین   ACH مثلث  و 
مورب داریم:

 

 

 A C A A
A H

 = ⇒ =
=

1 1 2
2  

A است. و AD نیمساز
10.	 از رأس B موازی نیمساز AD خطی رسم میکنیم تا AC را در k قطع کند. 

 ( || )KB AD′ طبق قضیه تالس

               ( )CK BC IAK BD= ′  

  K B=1  درنتیجه1 A A=1  طبق فرض2
 
 
K A
B A
 =
 

= 
1 2
1 1

طبق موازی مورب:

و درنتیجه مثلث AKB متساویالساقین است و:
 ( )AB AK II=  

رابطه I را ترکیب در صورت میکنیم:
 ( )CK AK BC BD IIIAK BD

′+ += ′  

 ( ) , ( )I II AC CD
AB BD

′→ = ′  

25.	 برای رسم ذوزنقه با قاعدههای با طولهای a و b و ساقهایی با طولهای 
c و d مطابق شکل خطی موازی ساق d رسم میکنیم تا متوازیالاضلاعی با 

ابعاد a و d به وجود آید. 
b با معلوم  a− مثلث با ابعاد c و d و

بودن سه ضلع آن قابل رسم است.
 PF QT d= =
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  سؤال المپیاد

18 . Y و A بین X طوری قرار گرفته اند که AC روی پاره خط Y و X نقاط AB AC= در مثلث متساوی الساقین ABC که در آن
)مرحله اول المپیاد ـ 93( ∠BAC چند درجه است؟   ∠YBC زاویه = °10 BY اگر AX BX= = قرار دارد و به علاوه

   95
3

)1

38 )2

  40 )3

41 )4

 185
4

)5
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  پاسخ سؤال المپیاد

18 گزینه )3( صحیح است.

∠ABX می شود از طرفی زاویه BXC زاویه  = α AX پس زاویه BX= ∠BAX می دانیم = α همانند شکل زیر فرض کنید
∠BYA است. = α2 BX پس زاویه BY= ∠BXC طبق فرض مسئله می دانیم = α2 خارجی مثلث ABX است، پس

در مثلث ABC می دانیم:
 BAX AB AC ACB ABC α∠ = α = ⇒ ∠ =∠ = ° −9

2

0

در مثلث BYC زاویه BYA زاویه خارجی است، پس خواهیم داشت:
 ( )YBC YCB BYA YBC α∠ +∠ =∠ = ° ⇒ ∠ = α − ° − ⇒ α = °1 2 9 4

2

0 0 0

x

y

B

A

=10
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    آزمون دوره ای فصل

18 , در آن معلوم باشد.. ,c a am h m مثلثی رسم کنید که

28 ثابت کنید در مثلث ABC نیمساز زاویه A، نیمساز زاویه B را قطع می کند. )از برهان خلف استفاده کنید.(.

38 نیمسازهای خارجی زوایای یک متوازی الاضلاع را رسم کرده ایم. چهار ضلعی حاصل از برخورد این نیمسازها چه شکلی خواهد .
بود؟ چرا؟

48 2145° است. این n ضلعی چند قطر دارد؟. در یک n ضلعی محدب، مجموع زوایا، به جز یکی از زوایا برابر
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     پاسخ  آزمون دوره ای فصل

18 ah از آن . ابتدا یک خط افقی رسم می کنیم )d( سپس خط عمودی بر d کشیده و به اندازه

am می زنیم تا  جدا می کنیم و این نقطه را A می نامیم. از نقطه A دایره ای به مرکز A و شعاع

 AN
AM = 2

3 خط d را در M قطع کند. سپس نقطه N را طوری روی AM انتخاب می کنیم که،

Cm×23 می زنیم تا خط d را در نقطه C قطع
پس از نقطه N دایره ای به مرکز N و شعاع

Cm از سمت N ادامه می دهیم تا به نقطه P برسیک. A را به P وصل کرده و ادامه می دهیم تا 
3  کند، سپس خط NC  را به اندازه

A همان مثلث مطلوب است. B C
∆

خط d را در نقطه B قطع کند. مثلث

28 Å است. . A و خط L نیمساز خط d نیمساز

 || Ld برهان خلف:
 



,

,

A AB d

B AB L


=


 =

2

2

ˆi#¸ÃM#Á#¾Ä»Hp

ˆi#¸ÃM#Á#¾Ä»Hp

d|| است، پس باید مکمل باشند ولی در این صورت مجموع  L این دو زاویه باتوجه به این که یک سمت خط AB قرار دارند و
d|| و یکدیگر  L 180° خواهد شد، تناقض حاصل مبنی بر اشتباه بودن فرض اولیه می باشد، پس زوایای داخلی مثلث بیش از

را قطع می کند.

38  مستطیل.

 

















 

DAB ABC DABMBAABCMBA MBA AMB
B ACM ABDABM AB


+ =  

=  −= ⇒ ⇒ + = ° 
  =− = 

180

180 2 902
180 2

2

]”µ

 

    , , ,M N O P = °90 به همین ترتیب 

48 . 



( )x n

x n
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2145 2 180
2505 180

:  ,x °180 چون n ضلعی محدب است، پس

: مجموع زوایای داخلی ( )n−2 180

) تعداد اقطار ) ( ): n n− = =3 14 11 772 2
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   پرسش های چهارگزینه ای

18 )المپیاد بلژیک(. چقدراست؟ BDE اندازۀزاویه ,AE AD C AD= = °20 و AB AC= درشکلروبهرو

  °8 )1
 °9  )2
  °10 )3

 °120 )4

28 اگر. استث شده رسم BC موازی EF و است داخلی نیمسازهای برخورد محل O نقطۀ روبهرو، شکل ABC مللث در
باشد،طوثEFکداماست؟ ,FC EB= =8 5

13 )2  10 )1
4( می توان تغییر کرد.  14 )3

38 میباشدثزاویهa چقدراست؟.  , , ,AED C AB AD AE AB AC= ° = ° = =65 50 درشکلمقابل

120 )2  115 )1
130 )4  125 )3

48 کداماست؟. A میباشدث , ,C C B B d d= =
2 1 2 1 1 2

1 1

3 3



درشکلروبهرو

 °125 )2   °135 )1
 °90 )4   °100 )3

58 )سراسری تجربی ـ 68(. تعدادقطرهاییکچندضلعیث2استثازهررأساینچندضلعیچندقطرمیگذرد؟

6 )4  5 )3  4 )2  3 )1

68 چقدراست؟. DAE مربعABCDومللثمتساویالاضلاعBECمطابقشکلواقعشدهاندثزاویه

  °75 )1

 °60 )2
  °45 )3
 °70 )4

78 متساویالاضلاعاستثزاویهxکداماست؟. ,E D F AB AC
∆

= درشکلمقابل

  °50 )1
 °60 )2
  °70 )3
 °40 )4

d

d


