
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  
  
  
  



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  

  
  
  
  

  مقدمه
  

  به نام خداوندي كه انسان را آفريد و او را به زيور علم آراست. 
خداوند منان را سپاس مي گويم كه بضاعتي اندك عطا فرمود تا با نگارش كتـاب هـاي پـر بـار     

  م.رياضي، قدمي كوچك در اعتلاي علمي دانش آموزان تيزهوش ايران اسلامي بردار
مقطـع تحصـيلي و نظـام     ي دهم اولين سال آموزشي دوره دوم متوسطه مي باشـد بـا تغييـر    پايه

توانند  ند كتاب هاي راهبردي و هدفمند مياي گوناگوني مواجه مي شوهآموزان با چالش آموزشي دانش
كتـاب  ) در همين راستا تأليف شده است. در ايـن  1آموز باشند. كتاب هندسه ( چراغ راه عزيزان دانش

مثال هاي گوناگون به تفهيم عميق ايـن  ارائه مفاهيم درس هندسه به تفصيل آموزش داده شده و با 
درس كمك بسزايي مي كند. در پايان هر فصل متناسـب بـا ظرفيـت دانـش آمـوزان تمـرين هـايي        

د. قيت و بنيه ي علمي خود را ارتقاء مي دهن ـلاگذاشته شده كه نوجوانان عزيز با حل آن ها قدرت خ
در پايان كتاب پرسش هاي چهارگزينه اي قرار داده شده كه دانش آموزان را براي مسـابقات علمـي   
آماده مي كند. اميدوارم جويندگان علم رياضي با استفاده بهينه از اين كتاب به اهداف آموزشـي خـود   

  نائل شوند.
در پايان از مديريت محترم انتشارات مبتكران آقاي دهقاني و ديگر كاركنان آن موسسه وزين كه 

اند علي الخصوص آقايان مبين، انصاري و خانم هـا صـمدي،    كار آماده سازي كتاب را بر عهده داشته
  تشكر مي كنم.مقدم خدامي و مرادي صفريان، 

  حسين انصاري                                                                          
  95تابستان                                                                           

  



  
  
  
  
  
  
  
  

  صفحه  عنوان  
  

  7   .........................................................................................................    مقدماتي از هندسه و استدلال  فصل اول  

   29   .................................................................................................................    ي تالس و تشابه قضيه  فصل دوم  

   65   ................................................................................................................................    ها چندضلعي  فصل سوم  

  109   ...............................................................................................................................    تجسم فضايي  فصل چهارم  

   125   ...........................................................................................................    اي هاي چهارگزينه پرسش    

   247   ...................................................................................................................    ي كليدي نامه پاسخ    

  

     
  

 فهرست مطالب



  

  



  

 

  
  

  

  

  
  

  

  

  مقدماتي از هندسه و استدلال            
  



  

 

  
  

  1  
   مقدماتي از هندسه و استدلال  

  

  

  

  ترسيمات هندسي

  رسم مثلث با داشتن دو ضلع و زاويه بين (ض ز ض)

ABC ،ABاز مثلث  :1مثال  cm4 ،B̂ 060  وBC cm6 .معلوم است مثلث را رسم كنيد   

 BCو  BAخطهـاي   رسم مي كنيم روي اضلاع اين زاويه پاره 060را به اندازه  Bابتدا زاويه  

  م.كني را به هم وصل مي Cو  Aمتر رسم كرده و نقاط  سانتي 6و  4را به ترتيب به اندازه 

  رسم مثلث با داشتن دو زاويه و ضلع بين (ز ض ز)

ABC ،B̂در مثلث  :2 مثال  060 ،BC cm4  وĈ 045 باشد مثلث را رسم كنيد. مي  

BCخـط   ابتـدا پـاره    4  كنـيم سـپس در نقطـه     را رسـم مــيB  و در نقطــه  060اي  زاويـهC 

دهـيم تـا همـديگر را قطـع      هاي غيرمشـترك آنهـا را امتـداد مـي     كنيم و ضلع رسم مي 045اي  زاويه

  ناميم.   مي Aكنند. نقطه برخورد را 

  رسم مثلث با داشتن سه ضلع (ض ض ض)

ABC ،ABدر مثلث  :3 مثال cm2 ،AC cm3  وBC cm4 باشند مثلث را رسم كنيد. مي  

مي ناميم سسپس يك بار به مركـز   BCمتري رسم كرده و آن را  سانتي 4ابتدا پاره خطي   

B  متر و بار ديگر به مركز  سانتي 2و به شعاعC  مان مـي زنـيم نقطـه    سانتي متر دو ك 3و به شعاع

  كنيم. وصل مي Cو  Bمي ناميم و آن را به نقاط  Aبرخورد كمان ها را 
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  متر باشند. سانتي 6و  3و  2مثلثي رسم كنيد كه اضلاع ان  : 4 مثال

 Bناميم يك بار به مركز  مي BCمتري رسم كرده و آن را  خطي شش سانتي ابتدا پاره 

مـي زنـيم ايـن     نمتـر دو كمـا   سانتي 3و به شعاع  Cمركز  متر و بار ديگر به سانتي 2به شعاع 

      سوم مثلث مشخص شود. رأسدو كمان يكديگر را قطع نمي كنند تا 
توانند اضلاع يك مثلث باشند كه مجمـوع هـر دو عـدد از عـدد سـوم       سه عدد در صورتي مي

2  تر باشد. بزرگ 3 5 6    

  ن وتر و يك زاويه تندويه با داشتالزا رسم مثلث قائم

ABC ،Âدر مثلث  :5 مثال 090 ،cmBC 5  وĈ 050 باشد مثلث را رسم كنيد. مي  

خـط   ناميم، روي يك ضلع اين زاويـه پـاره   مي Cرسم كرده و آن را  050اي  ابتدا زاويه 

CB  متر جدا كرده و از نقطه  سانتي 5را به اندازهB كنيم. بر ضلع ديگر زاويه عمود مي  

  اويه با داشتن وتر و يك ضلع ديگرالز رسم مثلث قائم

ABC ،Âمثلث  در :6 مثال 090  وBC cm5  وAB cm3 ا رسم كنيد؟باشد مثلث ر مي   

را  ABخـط   ناميم روي يك ضلع زاويه پـاره  مي Aاي قائمه رسم كرده و آن را  ابتدا زاويه 

زنـيم تـا    متر كماني مـي  سانتي 5و به شعاع  Bكنيم سپس به مركز  متر جدا مي سانتي 3به اندازه 

  كنيم. وصل مي Cبه  Bقطع كند، از  Cضلع ديگر زاويه را در نقطه 

  لثي دو ضلع و ميانه نظير يكي از آن دو ضلع داده شده است مثلث را رسم كنيد.از مث :7 مثال

AB AC CM6 5 3     

كنـيم. از   كنيم و يك مثلث فرضي مانند شكل مقابل رسم مي مسئله را حل شده فرض مي 

  را با داشتن سه ضلع رسم كنيم. AMCتوانيم مثلث  شكل مرسوم مي

كنـيم سـپس ضـلع     باشـند را رسـم مـي    مـي  3و  3و  5را كه اضلاع آن  AMC بنابراين ابتدا مثلث

AM     را به اندازه خودش امتداد داده و نقطـه حاصـل يعنـيB   را بـهC   كنـيم تـا مثلـث     وصـل مـي

ABC .پديد آيد  
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  از مثلثي دو ضلع و ميانه نظير ضلع سوم معلوم است مثلث را رسم كنيد. :8 مثال

AB AC AM 45 6    

را رسم  AMكنيم. ميانه  كنيم و مثلثي دلخواه رسم مي مسئله را حل شده فرض مي 

كنـيم دو   وصـل مـي   Bرا به  Dدهيم و نقطه حاصل يعني  كرده و به اندازه خودش امتداد مي

BDانـــد پـــس   نهشـــت بـــه حالـــت (ض ز ض) هـــم   BMDو  AMCمثلـــث  AC 6   و

AD AM2 8   بنابراين مثلثABD  بودن سه ضلع قابـل رسـم اسـت بنـابراين      معلومبا
وصل كرده و آنرا به انـدازه خـودش    ADبه وسط  Bكنيم و از  را رسم مي ABDابتدا مثلث 

  رسم شود. ABCكنيم تا مثلث  وصل مي Aرا به  Cامتداد داده و نقطه حاصل يعني 

   متر است مثلث را رسم كنيد. سانتي 2ارتفاع نظير ضلع سوم متر و  سانتي 4و  3دو ضلع يك مثلث  :9 مثال
   

كشـيم و آن   متر بر اين خـط مـي   سانتي 2خط دلخواهي رسم كرده و عمودي به اندازه  

 4و به شـعاع   Aمتر و بار ديگر به مركز  سانتي 3به شعاع  Aناميم يك بار به مركز  مي AHرا 

  Aقطع كند اين دو نقطـه را بـه    Cو  Bرا در نقطه زنيم تا خط مرسوم  متر دو كمان مي سانتي

  جواب مسئله است. ABCكنيم مثلث  وصل مي

  خط بگذرد و بر آن عمود شود. خط، خطي است كه از وسط پاره عمودمنصف يك پاره :خط عمود منصف يك پاره

  صله است. (خاصيت عمودمنصف)خط به يك فا خط از دو سر پاره ثابت كنيد هر نقطه واقع بر عمود منصف يك پاره: 1قضيه 

  .است ABاي روي عمودمنصف  نقطه M فرض:

MA حكم: MB  

  برهان:

MH MH
ˆ ˆH H MAH MBH MA MB

AH BH
1 2 90

 


    
 

 
  

  
 تنتاجياسـتدلال اس ـ حكم را نتيجـه گـرفتيم ايـن روش اثبـات را      ،هاي قبلي اين قضيه، از اطلاعات مسئله و دانستهدر اثبات 

  نامند. مي
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يـا عكـس    1خط قرار دارد (عكس قضيه  خط به يك فاصله باشد روي عمودمنصف آن پاره اي از دو سر يك پاره ثابت كنيد اگر نقطه :2 قضيه
  خاصيت عمودمنصف)

MAفرض:  MB         

  است. ABروي عمودمنصف  M حكم:

  

   كنيم: وصل مي ABبه وسط  Mاز  برهان:

MA MB
ˆ ˆMH MH MAH MBH H H

AH HB
1 2

 
   
 

 
  

                                                                           Ĥ
ˆ ˆH H ˆ ˆ ˆH H H

ˆ ˆH H
1 2 0 0 0

1 1 1
1 2

1
180

2180 180 90
        

 
  

  است. ABعمود منصف  MHعمود است و آن را نصف كرده است، لذا  ABبر  MHبنابراين 

  

  خط به كمك پرگار طريقه رسم عمود منصف يك پاره
و يك بار به مركـز   Aخط) باز كرده، يك بار به مركز  خواه (بيش از نصف پارهي دل پرگار را به اندازه

B زنيم تا همديگر را در نقاط  دو كمان ميM  وN .قطع كنند  

توان گفت خطي كه  باشند مي به يك فاصله مي ABخط  از دو سر پاره Nو  Mبا توجه به اينكه نقاط 
  است. ABگذرد عمود منصف  مي Nو  Mاز 

  كنند (همرسند). هاي اضلاع مثلث در يك نقطه همديگر را قطع مي ثابت كنيد عمود منصف :3قضيه 
  قطع كنند. Oكنيم تا يكديگر را در نقطه  را رسم مي BCو  ABهاي دو ضلع  عمودمنصف برهان:
OAقرار دارد پس  ABروي عمودمنصف  Oنقطه  OB  
OB ارد پسقرار د BCروي عمود منصف  Oنقطه  OC  

  OA OB
OA OC

OB OC
   

 

هـاي اضـلاع مثلـث     گذرد، لـذا عمودمنصـف   مي Oاز  ACبه يك فاصله است. بنابراين عمودمنصف  ACاز دو سر ضلع  Oنقطه 
  همرسند.

    شود. كند نيمساز ناميده مي ميشود و آن را به دو قسمت مساوي تقسيم  زاويه رسم مي رأسنيم خطي كه از نيمساز زاويه: 
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    ي واقع بر نيمساز يك زاويه از دو ضلع زاويه به يك فاصله است. (خاصيت نيمساز) ثابت كنيد هر نقطه: 4قضيه 
  قرار دارد. xoyˆروي نيمساز  M فرض:

MA حكم: MB  

  برهان:

  
 
 

عكـس  -4گيـرد. (عكـس قضـيه     مـي اي از دو ضلع يك زاويه به يك فاصله باشد روي نيمساز آن زاويه قرار  نقطهثابت كنيد اگر : 5قضيه 
  قضيه نيمساز)

MA فرض: MB  

  قرار دارد. xoyˆروي نيمساز  M حكم:

  .كنيم وصل مي Oبه  Mاز  برهان:

OM OM
ˆ ˆMA MB OMA OMB O O

ˆ ˆA B
1 2

090




   


  

 
  

  است. xoyˆنيمساز  OMبنابراين 

  نيمساز يك زاويه به وسيله پرگار طريقه رسم
قطـع كنـد. بـا توجـه بـه اينكـه        Bو  Aزنـيم تـا اضـلاع زاويـه را در      و به شعاع دلخواه كمـاني مـي   Oبراي رسم نيمساز به مركز 

OA OBمنصف  توان گفت عمود باشد، مي ميAB  ازO گذرد. مي  

ي  زنـيم، نقطـه   دو كمـان مـي   Bو يـك بـار بـه مركـز      A) باز كرده، يك بار به مركز ABپرگار را به اندازه دلخواه (بيش از نصف 

  نيمساز زاويه است زيرا: OMكنيم  وصل مي Oرا به  Mبرخورد دو كمان يعني 

  

                             
MA MB

ˆ ˆOA OB OMA OMB O O
OM OM

1 2

 
   
 

 
  

  

  

 
OM OM
ˆ ˆO O OMA OMB MA MB

ˆ ˆA B

1 2
090


   


  

 
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  كنند (همرسند). هاي هر مثلث در يك نقطه همديگر را قطع مي ثابت كنيد نيمسازهاي زاويه: 6قضيه 

  .قطع كنند Oكنيم تا يكديگر را در نقطه  را رسم مي Bو  Aنيمسازهاي دو زاويه   برهان:

OHقـرار دارد، پـس    Âروي نيمساز  Oنقطه  OH    همچنـين نقطـهO   روي نيمسـازB̂ 
OHقرار دارد، پس  OH.  

OH OH
OH OH

OH OH
     

  

  گذرد. مي Oنيز از Ĉبه يك فاصله است، پس نيمساز  Ĉاز دو ضلع  Oبنابراين نقطه 

  .كنند (همرسند) هاي هر مثلث در يك نقطه همديگر را قطع مي ثابت كنيد ارتفاع: 7قضيه 

كنيم از برخورد ايـن   مثلث خطي موازي ضلع مقابل آن رسم مي رأساز هر   برهان:

الاضـلاع اسـت، پـس     متـوازي  AECBآيـد. چهارضـلعي    پديـد مـي   DEFخطوط مثلث 
  AE BC1 چهارضـــلعي ين . همچنـــACBD الاضـــلاع اســـت، پـــس    متـــوازي
  AD BC2 . 

AEكنيم  ) ملاحظه مي2) و (1با مقايسه دو رابطه ( AD دانيم اگر خطي بر يكي از دو خط موازي عمود شود بـر   مي. از طرفي
 DEعمودمنصـف ضـلع    AHه و آن را نصـف كـرده اسـت. لـذا     عمود شد DEبر  AHشود. بنابراين ارتفاع  ديگري نيز عمود مي

باشند.  مي DEFهاي اضلاع ديگر مثلث  عمود منصف ABCتوان ثابت كرد كه دو ارتفاع ديگر مثلث  است. به همين ترتيب مي
  كنند. پس همديگر را در يك نقطه قطع مي

  به كمك پرگار از يك نقطه خط د بر يكرسم عمو

  الف) نقطه روي خط باشد
و به  Mعمودي رسم كنيم، براي اين منظور به مركز  dواقع بر خط  Mخواهيم از نقطه  مي

را  ABقطـع كنـد، عمـود منصـف      Bو  Aرا در نقـاط    d زنيم تا خـط  شعاع دلخواه كماني مي
  شود. عمود مي dگذرد و بر  مي Mكنيم كه از  رسم مي

  

  ب) نقطه خارج خط باشد
قطع كند. با توجـه   Bو  Aرا در نقاط  dزنيم تا خط  اني ميكمدلخواه و به شعاع  Mبه مركز 

را رسم  ABباشد، عمودمنصف  به يك فاصله مي ABخط  از دو سر پاره Mبه اينكه نقطه 
  عمود است. dگذرد و بر  مي Mكنيم كه از  مي
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  متر رسم كنيد. سانتي 4به ضلع  يكش و پرگار مربع به كمك خط: 10مثال 
متـر رسـم كـرده، از دو طـرف ادامـه       سـانتي  4را به اندازه  ABخط  ابتدا پاره 

 4ي  بــه انــدازه ABبــر  Bو  Aدهــيم و بــه روشــي كــه گفتــيم دو عمــود در نقــاط   مــي
  كنيم. را به هم وصل مي Dو  Cكنيم و نقاط حاصل يعني  متر رسم مي سانتي

  موازات آن رسم كرد. توان به ي واقع در خارج يك خط، فقط يك خط مي از نقطهاصل توازي اقليدس: 

  كند. ثابت كنيد اگر خطي يكي از دو خط موازي را قطع كند ديگري را نيز قطع مي: 11مثال 
  قطع كرده است. Aخط را در  mو d||d فرض:

  كند. را نيز قطع مي dخط  mخط  حكم:
مـوازي   dو  mدو خـط   Aرا قطع نكند، پس بايد با آن موازي باشد كه در اين صورت از نقطـه   dخط  mكنيم  فرض مي برهان:

dاند كه خلاف اصل توازي اقليدس است. رسم شده  
سپس بـر   ،ست باشدكنيم خلاف حكم (نقيض حكم) در نامند. در اين روش فرض مي مي برهان خلفاين روش اثبات را روش 

رسيم و اين مطلب نشانگر اين است كه خلاف حكم  هاي قبلي و استدلال رياضي به يك تناقض (نتيجه غلط) مي اساس دانسته
  نادرست و خود حكم درست است.

  ثابت كنيد دو خط عمود بر يك خط خودشان با هم موازيند.: 12مثال 
d فرض: m و d m   
  d||d  حكم:

ت از آن نقطـه دو عمـود   رموازي نباشند پس بايد همديگر را در يك نقطه قطع كنند، در اين صو dو dكنيم  فرض مي برهان:
dرسم شده كه ممكن نيست بنابراين فرض  mبر  || d ل و حكم ثابت است يعني باطd||d.  

  به روش برهان خلف ثابت كنيد اگر خطي بر يكي از دو خط موازي عمود شود، بر ديگري نيز عمود است.: 13مثال 
m وd||d :فرض d  
m  حكم: d  

عمـود نباشـد و    mبـر   dكنـيم   عمود است، فرض مي mبر  dخواهيم ثابت كنيم مي برهان:
  ناميم. مي nكنيم و آن را  رسم مي mعمود ديگري بر  Bدر نقطه 

    d m
d ||n

n m
  

  

بـر   dاند كه خلاف اصل توازي اقليدس است. بنـابراين فـرض    رسم شده dموازي  dو nدر خط  Bي  در اين صورت از نقطه
m  عمود نيست باطل و حكم ثابت است، لذاm d.  
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  موازي با يك خط يرسم خط
 Aي  از نقطـه  رسم كنيم براي ايـن منظـور ابتـدا    dخطي موازي  Aخواهيم از نقطه  مي
كنـيم، بـا    عمـود مـي   mرا بـر   dخـط   Aي  كنيم سپس در نقطه عمود مي dرا بر  mخط 

||dتوان گفت  خط عمود بر يك خط موازيند مي وتوجه به اينكه د d.  

  

  اي تند پديد آمده با هم برابرند. (خاصيت خط مورب)ه ثابت كنيد اگر خط موربي دو خط موازي را قطع كند زاويه: 8قضيه 

   d||d فرض:

ˆ  حكم: ˆA B1 1  
دهـيم تـا    رسم كـرده و آن را امتـداد مـي    dعمودي بر خط  ABوسط  Cي  از نقطه برهان:

   نيز عمود شود. dبر
      

  

  
  هاي تند و باز مكمل يكديگرند. توان گفت زاويه در شكل فوق مي

هاي تند مساوي با آن دو خط بسازد آن دو خط موازيند. (عكس خاصيت خط  ثابت كنيد اگر دو خط را خط سومي قطع كرده و زاويه: 9قضيه 
  مورب)

ˆفرض:  ˆA B1 1  

  d||d  حكم:
   را قطع كند. dدهيم تا  عمود كرده و آن را امتداد مي d بر ABوسط  Cي  از نقطه برهان:

      

               d HH
d || d

d HH
    

    

  كنيم. ايم بدون اثبات بيان مي در اين قسمت چند قضيه مهم را كه در دوره اول متوسطه فرا گرفته يادآوري:

  ساوي الساقين دو زاويه مجاور به قاعده با هم برابرند و بالعكس.در مثلث مت :10قضيه 

  اند  و بالعكس. و ارتفاع و ميانه و عمودمنصف قاعده بر هم منطبق رأسدر مثلث متساوي الساقين نيمساز زاويه  :11قضيه 

  الاضلاع سه زاويه برابرند و بالعكس. در مثلث متساوي 12قضيه 

  باشد. ضلاع نيمساز هر زاويه ارتفاع و ميانه و عمودمنصف ضلع مقابل آن زاويه نيز ميالا در مثلث متساوي :13قضيه 

             
AC CB
ˆ ˆ ˆ ˆC C ACH CH B A B

ˆ ˆH H

1 2 1 1
090


    


  



ˆ ˆA B
ˆ ˆAC BC ACH BCH H H d HH

ˆ ˆC C

1 1

1 2

90

          


 


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  است. 0180هاي داخلي  در هر مثلث مجموع زاويه :14قضيه 

ضلعي برابر  nهاي داخلي هر  مجموع زاويه :15قضيه  n 2 180  .است  

  مساوي است. رأسبا مجموع دو زاويه داخلي غيرمجاور به آن  رأسي خارجي هر مثلث در هر  اندازه زاويه :16قضيه 

ÂD̂نيمسازند، ثابت كنيد  CDو   BDدر شكل زير  :14مثال  90 2  .  

   

                 
ˆ ˆ ˆˆA B C Aˆ ˆ ˆˆ ˆA B C B C0

1 1180 90 902 2 2 2            

                         ÂˆB̂ C1 1 90 2     

             
ˆ ˆ ˆA A Aˆˆ ˆD (B C ) ( )1 1180 180 90 180 90 902 2 2            

قطع كند ثابت كنيـد مثلـث    Eرا در   BAكنيم تا امتداد ضلع  رسم مي ADخطي موازي نيمساز  C رأساز  ABCدر مثلث  :15مثال 

ACE  .متساوي الساقين است  

   
  

  

  

||dدر شكل زير  :16مثال  d ثابت كنيدˆ ˆˆA B C1 1    

  

  

    قطع كند. Eرا در  dدهيم تا  را امتداد مي BA برهان:

  

  
  

ADو  AC(مورب  ||CE(  
ADو  BE(مورب  ||CE(  

ˆ ˆA C
ˆ ˆˆ ˆA E C E AE AC

ˆ ˆA A

2 1

1 1

1 2

 
     


 

dو  BE(مورب  ||d(  
  

ˆ ˆE B
ˆ ˆˆBAC E C

ˆ ˆˆBAC B C

1 1

1 2

1 1

 

 

 

 
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ˆدر شكل زير :17مثال  ˆˆBAC B C1 1  ثابت كنيدd|| d.  

  

  
    قطع كند. Eدر را  dدهيم تا  را امتداد مي BA برهان:

                

ˆ ˆˆBAC B C ˆ ˆˆ ˆB C E C ˆ ˆˆ ˆˆ B E d || dBAC E C ˆ ˆC C

1 1
1 1 1 2

1 11 2
1 2

              
 

  چقدر است؟  F̂و Â ،B̂ ،Ĉ ،D̂ ،Êهاي  در شكل زير مجموع زاويه :18مثال 

   
ˆˆ ˆ ˆˆ ˆB F A E

ˆ ˆˆ ˆ C D
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆB F A E C D

0

0

1 2
1 2 360

360

   

   

     

  

BDدر شكل زير  :19مثال  BF  وCE CF ي  اندازهˆDFE چقدر است؟  

   

            
F̂

ˆ ˆ ˆ ˆBD BF D F CE CF E F
ˆB̂ C

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF F F F F

ˆ ˆ ˆDFE (F F )

1 1 1 2

1 2 1 2 1 2
0

1 2

90
180 180 90 270 135

180 180 135 45

2 2 2 2

     

 

         

     

  

  ي روبرو به ضلع كوچكتر. ي روبرو به ضلع بزرگتر، بزرگتر است از زاويه برابر باشند در آن مثلث زاويهاگر در مثلثي دو ضلع نا: 17قضيه 

ACفرض:  AB  

B̂ˆ  حكم: C  
  كنيم. وصل مي Dبه  Bجدا كرده و از  ABمساوي  ACرا بر ضلع  ADخط  پاره برهان:

                         
ˆ ˆAB AD B D ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆB C B B C B C

ˆˆ ˆ ˆD B C D C
1 1

1 1 2
1 2 1

         
    
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اگر در مثلثي دو زاويه نابرابر باشند، ضلع روبرو به زاويه بزرگتر، بزرگتر است از ضلع روبرو به زاويه كـوچكتر. (عكـس قضـيه    : 18قضيه  

  قبل)

B̂ˆ فرض: C  

AC  حكم: AB  

ACآيد.  بزرگتر نباشد، بنابراين دو حالت پيش مي ABاز  ACكنيم  فرض مي :برهان AB    كه در اين صـورت بايـدˆB̂ C 

ACكه خلاف فرض است يا  AB  ي قبـل بايـد   . كه در اين صورت طبـق قضـيهˆB̂ C         كـه بـاز هـم خـلاف فـرض اسـت. لـذا
ACتوان گفت مي AB.  

  هاي هر دو ضلع از طول ضلع سوم بزرگتر است. در هر مثلث مجموع طول: 19قضيه  
AC  حكم: BC AB , AB BC AC , AB AC BC       

امتـداد داده و نقطـه    ABبه اندازه  Aرا از طرف  CAكنيم. براي اين منظور  به عنوان نمونه نامساوي اول را اثبات مي برهان:
  كنيم. وصل مي Bرا به  Dحاصل يعني 

                                                               ˆ ˆAD AB D B1    
ˆ ˆ ˆ ˆDBC B DBC D DC BC DA AC BC1         

                                 DA AC BC
AB AC BC

DA AB
     

  

توان نتيجه گرفت در هر مثلث هر ضلع  شود. ازاين قضيه مي نيز ناميده مي قضيه حماريا  قضيه نامساوي مثلثياين قضيه، 
ضلع ديگر كوچكتر است. عكس قضيه بالا نيز درست است، يعني اگر سه  عدد حقيقي مثبت چنان باشند كه  واز تفاضل د

        انند اضلاع يك مثلث باشند.تو م بزرگتر باشد آن سه عدد ميمجموع هر دو عدد از عدد سو

ي بين اين دو ضلع در مثلث اول بزرگتر از زاويه بين  اگر دو ضلع از مثلثي با دو ضلع از مثلث ديگر دو به دو مساوي بوده و زاويه: 20قضيه 
  )قضيه قيچي يا ولاقضيه لدو ضلع متناظر در مثلث دوم باشد، آنگاه ضلع سوم مثلث اول بزرگتر از ضلع سوم مثلث دوم است. (

  
ˆ فرض: ˆBAC EDF , AB DE , AC DF    

BCحكم:   EF  
  

ˆبا توجه به اينكه  برهان: ˆBAC EDF  ي  زاويـهˆBAM را مسـاويˆEDF    كنـيم كـه    طـوري جـدا مـيAM DF  و ازB   بـهM 

  وصل مي كنيم.

                                               
AB DE

ˆ ˆBAM EDF ABM DEF BM EF
AM DF

 


   
 

 
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AMاز طرفي  DF  وDF AC  بنابراينAM AC حال نيمساز .ˆMAC كنيم تا  يرا رسم مBC  را درN   قطع كنـد و از

N  بهM كنيم. دو مثلث  وصل ميANM   وANC توان گفت  شوند، پس مي به حالت (ض ز ض) هم نهشت ميMN NC.  

BN M : BN NM BM

BN NC EF BC EF

 

 
   



  

سوم  از مثلث اول بزرگتر از ضـلع سـوم از مثلـث دوم    اگر دو ضلع از مثلثي با دو ضلع از مثلث ديگر دو به دو مساوي بوده و ضلع : 21قضيه 

  (عكس قضيه لولا)ي بين دو ضلع از مثلث دوم .  ي بين دو ضلع از مثلث اول بزرگتر است از زاويه باشد آنگاه زاويه

BC فرض: EF, AB DE , AC DF    

ˆ  حكم: ˆA D  

  

  آيد. نباشد دو حالت پيش مي D̂بزرگتر از  Âكنيم  فرض مي برهان:

ˆحالت اول:  ˆA D :كه در اين صورت خواهيم داشت  

                                               
AC DF
ˆ ˆA D ABC DEF BC EF
AB DE

 


   
 

 
  

ˆنتيجه حاصل خلاف فرض است پس  ˆA D  

ˆحالت دوم:  ˆA D در اين حالت طبق قضيه لولا بايد BC EF  باشد كه باز هم خلاف فرض است پسˆ ˆA D.  

ˆتوان گفت  بنابراين مي ˆA D.  

  ي نظير هر ضلع از نصف مجموع دو ضلع ديگر كوچكتر است. ميانهثابت كنيد در هر مثلث، : 20مثال 

  ميانه است. AM فرض:

AB    حكم: ACAM 2
  
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  كنيم. وصل مي Bرا به  Dي حاصل يعني  ي خودش امتداد داده و نقطه را به اندازه AMميانه  
  

AM MD
ˆ ˆM M AMC BMD AC BD

BM MC
1 2

 


   
 

 
  

A BD : AD AB BD

AB ACAM AB AC AM 22

 

 
   



 

ABدر شكل زير : 21مثال  MC ثابت كنيدAC BM.  

  
  
  

   
ˆ ˆˆ ˆ ˆM A B M A1 1 1 1     

AMدانــيم  مــي ABMو  AMCدر دو مثلــث  AM  وAB MC  وˆM̂ A1 1تــوان گفــت  ه لــولا مــي. بنــابراين طبــق قضــي
AC BM.  
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