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 R2فضای   
 ۀ خط و برخی دیگر از اشکال هندسی در فضای دو بعدی آشنایی داریم. به عنوان مثال، معادل  ۀبا معادل

= 1x  خطی است که موازی محور    ۀدهندنشانyۀ خواهیم نمودار رابطهاست. حال فرض کنید می 1x 
تر یا  ها، بزرگاول آن  ۀاز صفحه را بیابیم که مولفرا در صفحه مختصات نشان دهیم. پس باید نقاطی  

ۀ  نمودار رابط  ،باشد، بنابراین کلیه نقاطی از صفحه که سمت راست این خط قرار دارند  1مساوی   1x  را
 دهد. یتشکیل م

 رسم کنید.  در صفحه نمودار روابط زیر را . 1 
x,  الف( y  −  1 2 1 3 

x,( ب  y x    −1 5 0 

x(  ج y 2 2 

 

 ابطه مربوط به هر یک از نمودار های زیر را بدست آورید. . ر 2 
 )ب       )الف
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R  فضای  3 
)  مرتب یی تاسه یک است كه در آن مختصات هرنقطه با  یبعد 3 یفضا ), ,x y z شود: یش داده مینما 

( ) , , , ,x y z x y z= 3  

Rبعدی مختصات سه  دستگاه  3 

شده است كه  ل  یها تشكzها و محور  yها، محور  xدو عمود برهم محور  هاز سه محور دوب  xyzدستگاه مختصات  
م كه انگشتان  یم، اگر دست راست را چنان قرار دهینک یها را مشخص مبراساس قاعده دست راست جهت آن

ها را  zگاه شست دستمان محور  آن  ،ها را نشان دهدyباز محور  مه یها و در حالت نxدست در حالت باز محور  
 دهد.ینشان م

Rمختصات یک نقطه در فضای  3 

)  اگر  ), ,P x y z ۀدلخواه در فضا باشد، از نقط  ی انقطه  P  ا  ی)  مینک یسه صفحه عمود بر سه محور رسم م

نقطه  zو  yو  xمحورها  یعمودها رو یم( مختص پاینکیسه صفحه به موازات صفحات مختصات رسم م
  باشند.یم

Rدر فضای  مختصاتنواحی   3 

ناحیه در فضا   8از تقاطع سه محور مختصات )با در نظر گرفتن سوی مثبت و منفی محورها(  
 اند.شود که شمارۀ هر ناحیه و وضعیت محورها در شکل و جدول زیر نشان داده شدهمیایجاد 

 
 
 
 

 

)  الف( نقطه. 3  ), , −2 3  را در دستگاه مختصات سه بعدی نشان دهید. 1

)ب( مشخص کنید نقطه ای به مختصات  ), ,− −3 5  دارد. در کدام ناحیه مختصات قرار 2
 

 نقطه روی محورها یا صفحات مختصات   تصویر ختصاتم 
 

 

 

 

Z Y X شمارۀ ناحیه 

+ + +  
+ + −  
+ − −  
+ − + V 

− + + V 

− + − V  

− − − V  

− − + V  

 

)نقطۀ   ), ,x y z0 0 0 

) oxروی محور   ), ,x0 0 0 

) oyروی محور  ), ,y00 0 

) ozروی محور   ), , z00 0 

) xyروی صفحۀ  ), ,x y0 0 0 

) xzروی صفحۀ  ), ,x z0 00 

yروی صفحۀ   z ( ), ,y z0 00 
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 معادلۀ صفحات خاص 

zصورت  به  ozیا عمود بر محور  xoyمعادلۀ صفحۀ موازی  z=  است. 0
yصورت به oyیا عمود بر محور  xozمعادلۀ صفحۀ موازی  y=  است. 0

xصورت به  oxیا عمود بر محور  yozمعادلۀ صفحۀ موازی  x=  است.  0
  

 های خاص معادلۀ خط

صورت به  yozیا عمود بر صفحۀ  oxمعادلۀ خط موازی محور 
y y

z z

=


=

0

0
 است. 

صورت به  xozیا عمود بر صفحۀ  oyمعادلۀ خط موازی محور 
x x

z z

=


=

0

0
 است. 

صورت  به  xoyیا عمود بر صفحۀ  ozمعادلۀ خط موازی محور 
x x

y y

=


=

0

0
 است. 

 

)باشد و از نقطۀ   xz( معادلۀ خطی بنویسید که عمود بر صفحۀ الف . 4  ), ,A −1 1  بگذرد.  2

)و گذرنده از نقطۀ   xoy( معادلۀ صفحۀ موازی با صفحۀ ب  ), , −2 0  را بنویسید. 1
 

 های آن را بنویسید.رئوس مکعب مستطیل و همچنین معادله همه وجوه و یال، مختصات مقابلشکل  بهبا توجه . 5 

 
 
 
 
 

 قرینه نقطه نسبت به محورها یا صفحات مختصات  مختصات 

 صفحه  نقطه محور  نقطه

( ), ,x y z− − x ها ( ), ,x y z− xy 

( ), ,x y z− − y ها ( ), ,x y z− yz 

( ), ,x y z− − z ها ( ), ,x y z− zx 

)ۀ  نه نقطیقر ), ,P x y zۀ  نسبت به مبدأ مختصات نقط( ), ,P x y z −  است.−
 

 فاصله نقطه از محورها یا صفحات مختصات  

)فاصلۀ نقطۀ   ), ,A x y z= صورت زیر است:از محورها و صفحات مختصات به 

 Aفاصلۀ نقطۀ 

yها:  xاز محور  z+2  xoy  :zاز صفحۀ  2

xها: yاز محور  z+2  yoz  :xاز صفحۀ  2

xها: zاز محور  y+2  xoz :yاز صفحۀ  2
 

)اگر نقطه  . 6  ), ,A a b b− )قرینه نقطه   3 ), ,B m1 a باشد ozنسبت به محور  2 m+  .را بیابید 
 

 باشد؟  5و از مبدأ مختصات به فاصله   3ها به فاصله yوجود دارد که از محور  xoyچند نقطه روی صفحه . 7 

 

)مجموع فواصل نقطۀ  . 8  ), ,A = −3 4  را محاسبه کنید. xoyها و صفحۀ zاز محور  1
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نقطۀ  .  1  )اگر  ), ,A a b b −2 نقطۀ   2 )قرینۀ  ), ,A a b a+ +4 محور   2 به  آن zنسبت  باشد،  نقطۀ  ها  )گاه  ), ,A a a b − − دارای   2

 کدام ویژگی است؟ 
 ها yنسبت به محور  A( قرینۀ 2  هاxنسبت به محور  A( قرینۀ 1

 yzروی صفحۀ  A( تصویر قائم xy  4روی صفحۀ  A( تصویر قائم 3
   

)قائم نقطۀ    تصویر اگر  .  2  ), ,A x y z0 0 )ها نقطۀ xبر محور   0 ), ,2 0 )نقطۀ   xyنسبت به صفحۀ    Aو قرینۀ   0 ), ,x0 3 باشد، قرینۀ  4

A  نسبت به مبدأ مختصات کدام است؟ 

1 )( ), ,− − −2 3 4 2 )( ), ,− −2 3 4 3 )( ), ,− −2 3 4 4 )( ), , −2 3 4 
 

( ) ( ) ( )PQ x x y y z z= − + − + −
2 2 2

1 0 1 0 1 0 

 
 

 در فضا  نقطهفاصله دو  

)در حالت کلی فاصلۀ نقطۀ   ), ,P X Y Z= 0 0 )از نقطۀ  0 ), ,Q X Y Z= 1 1  شود: از رابطۀ زیر محاسبه می 1

)ۀ  فاصله نقط  ), ,P x y z   از مبدأ مختصات برابرx y z+ +2 2  است. 2

 

)ها از دو نقطۀ  ها وجود دارد که فاصلۀ آنyچند نقطه روی محور . 3  ), ,A −1 3 )و  7 ), ,B −5 7  برابر باشد؟ 5

 شمار ( بی4 2( 3  1( 2 ( صفر 1
 

)اگر  . 4  ), ,A 2 1 3 ،( ), ,B 3 0 )و   5 ), ,C −5 4  سه راس یک مثلث باشند، آنگاه نوع این مثلث کدام است؟  2

 الزاویه متساوی الساقین ( قائم 4 ( متساوی الاضلاع 3 ( متساوی الساقین 2 (قائم الزاویه 1
  

)اگر   ), ,A A AA X Y Z  و( ), ,B B BB X Y Z   دو نقطه از فضایR  ABخط  نقطۀ وسط پاره  Mباشند و   3

 عبارتند از:  Mگاه مختصات باشد، آن

 

)اگر  . 5  ), ,A = 1 2 1 ،( ), ,B = − −4 3 )و  2 ), ,C = 2 1  برابر است با: BCسه رأس یک مثلث باشند، طول میانه وارد بر ضلع   4

1 )15 2 )16  3 )17 4 )18 
 

)اگر   ), ,A A AA X Y Z  ،( ), ,B B BB X Y Z=   و( ), ,C C CC X Y Z=   محل مختصات  باشند،  مثلث  یک  رأس  سه 

 برخورد سه میانه »مرکز ثقل« عبارتست از: 
 الاضلاع، همواره رابطۀ مقابل برقرار است:بین رئوس هر متوازی

A C B D

A C B D

A C B D

X X X X

Y Y Y Y

Z Z Z Z

+ = +

+ = +

+ = +

 

 

مثلث .  6  از  رأس  دو  )  مختصات  ی دارا  یاگر  ), ,−1 1 )و   3 ), , −2 3 ن 2 مثلث  ثقل  مركز  مختصات  و  )  ز یباشند  ), ,−1 2 باشد،  1

 مختصات رأس سوم مثلث كدام است؟ 

1 )( ), ,−0 8 2 2 )( ), , −0 8 2 3 )( ), ,0 8 2 4 )( ), ,−6 8 2 

 

) اگر نقاط.  7  ), ,A −1 0 )و  1 ), ,B −2 1 )و   2 ), ,C −0 2 كدام   Dباشند، مختصات نقطه    ABCDالاضلاع  یچهار رأس متواز  Dو   3

 است؟ 

1 )( ), ,−3 3 6 2 )( ), ,− − −3 3 6 3 )( ), ,− −3 3 6 4 )( ), ,− −2 2 1 
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 بردار 

  ی هاانیکراستا باشند مانند پجهت و همم هرگاه هم طول، هم  ییارز گوها را همانیک. پ  ABان  یکم مانند پگوییان  یکدار را پخط جهتهرپاره
AB  وCD . 

 ی انها یکپ  یبردار است ول  یک OEان  یکم مثلًا پینامیآن مبدأ مختصات است بردار م  یرا كه ابتدا  یان یکپ
AB    وCD  ممكن است از عبارت »بردار    یستند. گاه یبردار نABی« استفاده شود كه منظور از آن بردار  
 است. OEهمان بردار   ABاست كه از مبدأ مختصات رسم شده است مثلًا بردار   ABان  یکارز با پهم

 

 یک بردار  مختصات 

)آن مشخص نمود، مثلًا اگر    ی یتوان با مختصات نقطه انتهاین هر بردار را میبردار مبدأ مختصات است، بنابرا   یک  یابتدا ), ,o o oP x y z 

  م:یدهیر نشان میرا بصورت ز pا  ی OPباشد بردار 

( ), ,o o op x y z= ای ( ), ,o o oOP x y z= 

 

 طول بردار  

)اندازۀ بردار مفروض   ), ,a a a a= 1 2  شود: دهیم، از رابطۀ زیر محاسبه مینشان می aرا که با نماد  3

a a a a= + +2 2 2
1 2 3  

  

2 ،2هایی برابر  ترتیب طولبوده و به  xozو    xoy  ،yozسازهای سه صفحۀ  بردارهایی معرفی کنید که واقع بر نیم.  9  3و   2 داشته  2
 . باشند

 

 تصویر و قرینه بردار نسبت به صفحات و محورهای مختصات  

)به مختصات   aاگر بردار   ), ,x y z  :باشد 

 aتصویر  

)ها:  xروی محور  ), ,a x = 0 0 

 aقرینه  

)ها: xنسبت به محور  ), ,a x y z = − − 

)ها:  xروی محور  ), ,a y = 0 )ها:yنسبت به محور  0 ), ,a x y z = − − 

)ها: zروی محور  ), ,a z = 0 )ها:  zنسبت به محور  0 ), ,a x y z = − − 

 aتصویر  

):  xoyروی صفحۀ  ), ,a x y = 0 

 aقرینه  

):  xoyنسبت به صفحۀ  ), ,a x y z = − 

): yozروی صفحۀ  ), ,a y z = ):  yozنسبت به صفحۀ  0 ), ,a x y z = − 

):  xozروی صفحۀ  ), ,a x z = ):  xozنسبت به صفحۀ  0 ), ,a x y z = − 

 شوند.ها قرینه مینامیابی، ناهمها صفر و در قرینهنام، ناهمتصویریابیدر   چکیده:
 

 كدام است؟   uاست، 7و  12و   13ب  یترتصفحات مختصات به یرو u ر بردار یطول تصو 

1) 4 2 )3  3 )2 4 )1 
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 ساوی بردارها ت 

بردار  برای آن )که دو  ), ,a a a a= 1 2 )و   3 ), ,b b b b= 1 2 مؤلفه 3 است که  باشند، لازم و کافی  به نظیر مساوی  های آنمساوی  ها نظیر 

 باشند. یعنی:
  

 بردارها  و تفریق جمع 

)اگر   ), ,a a a a= 1 2 )و  3 ), ,b b b b= 1 2 این دو بردار که با    و تفاضل  عو جممدو بردار باشند،  3

aنماد  b+  وa b− شود: صورت تعریف مید برداری است که به ایننشونشان داده می 

( ), ,a b a b a b a b =   1 1 2 2 3 3 

ابتدای مشترک دارد  bو  aدو ضلع مجاور آن هستند و با   bو   aالاضلاعی است که قطر متوازی  bو    aو از نظر هندسی مجموع دو بردار  
 است.bو  aالاضلاع تفاضل  دقت کنید که قطر دیگر متوازی

 

)  بردارهایاگر    ), ,a = −0 2 )و  2 ), ,b = − −1 2 ابتدای  الاضلاع باشند، طول قطر متوازیدو ضلع مجاور یک متوازی 1 الاضلاع که 

 دارد برابر است با:bو  aمشترک با  

1 )1 2 )2  3 )3 4 )4 
  

)صورت به bو  aتفاضل دو بردار   )a b a b− = + های مقابل مشخص است، طور که در شکلشود. همانتعریف می −

aابتدای مشترک داشته باشند،  bو  aاگر   b−  برداری است که از انتهایb   به انتهایa شود. پس طول  رسم می

a ضلع سوم مثلث برابر است با:   b− 

)بردار   دواگر   ), ,a = −2 1 )و   3 ), ,b = 1 2  دو ضلع مجاور یک مثلث باشند، طول ضلع سوم مثلث چقدر است؟  4

1 )10 2 )11  3 )12 4 )13 
 

)اگر    ), ,a = −2 3 )و  1 ), ,b = −4 2 )و   1 ), ,c = −5 2 aگاه  آن 3 b c−  كدام است؟   +

 

ابتدا در نظر گرفت و آن بردار برحسب مبدأ نوشت:می توان نوشت طور مختصر مییا به  توان برای هر بردار در صفحه، نقطۀ مبدأ را 

AB B A= AB و − OB OA= − 
  

)اگر    ), ,A = −1 1 )و  0 ), ,B = −2 3 AMو   0 BM=  را بیابید.  yzها و صفحۀ yاش از محور و فاصله Mباشد، مختصات نقطۀ  3

 

 چند نکته مهم:   
aاگر   b⊥ روی شده،  بنا  الاضلاع  مستطیل  bو   a  متوازی  قطرهای  بود  خواهد  aمستطیل  b+  وa b−   .بود خواهد  برابر 

a b a b a b⊥  + = − 

)ها برابر است.  لوزی خواهد پس طول ضلعbو   aاگر قطرها بر هم عمود باشند متوازی الاضلاع بنا شده روی   ) ( )a b a b a b+ ⊥ −  = 

اگر   90  a b a b+  − 

اگر   = 90  a b a b+ = − 

اگر    90  a b a b+  − 
 

)اگر بردار    ), ,a m −2 bو  1 = a، دو بردار   41 b+  وa b−  عمود بر هم باشند مقدار مثبتm    کدام است؟ 
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 سازند. )قاعده بنز( می  120دو با هم زاویه هصفر باشد. سه بردار دوب اندازهاگر برآیند سه بردار هم   

a b c

a b c

+ + = 
→

= = 

0 

 
 

 رب عدد حقیقی در بردارض 

)اگر   ), ,a a a a= 1 2  صورت زیر است: به aدر بردار  kضرب  یک عد حقیقی باشند، حاصل  kیک بردار و  3

( ), ,ka ka ka ka= 1 2 3   

 دو بردار موازی 

 :aراستای بردار  برداری است موازی و هم kaبردار  

 یژگی ضرب عدد در جمع بردارها و 

( )k a b ka kb + = +    
ka k a=  

)دو بردار   ), ,a a a a= 1 2 )و   3 ), ,b b b b= 1 2 aافت شود كه  ی  mرصفر مانند یغ یم هرگاه عددییگو  یرا مواز 3 mb=  م:یا داشته باشیو 

a a a

b b b
= =1 2 3

1 2 3
 

 ز صفر باشد.یگر نیرش در بردار دید مؤلفه نظیها در رابطه بالا برابر صفر باشد بااز مؤلفه یکید توجه داشت كه اگر  یبا
 

)اگر    ), ,a = −3 0 )و  4 ), ,b = −2 2 aحاصل   1 b−3  كدام است؟   2
 

)دو بردار   ), ,a m + 1 2 )  و 0 ), ,b n− −1 4  را بیابید.  nو  mموازی باشند،  1
 

)درصورتی که نقاط   ), ,A x x= + 1 2 ،( ), ,B = 2 5 )و   1 ), ,C = −1 1  کدام است؟   xگاه روی یک خط راست باشند، آن 0

1 )3
2 2 1

2  3 )2
 ای وجود ندارد.( چنین مؤلفه4 3

 

 بردارهای یکۀ محورهای مختصات  

 نامیم:می  kو  i ،jترتیب  جهت با محورهای مختصات را بهامتداد و همبردارهای یکه هم

( )

( )

( )

, ,

, ,

, ,

i

j i j k

k

 =


= = = =


=

1 0 0
0 1 0 1
0 0 1

 

 توان برحسب آنها نوشت مثلًا:یگر را م ی د ین است كه تمام بردارهاین سه بردار در ا یت ا یاهم

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , . . . . . .

. . , . .

a a a a a a a a i a j a k

b i j k c i k

= = + + = + +

= − = − + − = − +

1 2 3 1 2 3 1 2 31 0 0 0 1 0 0 0 1

2 3 1 2 3 1 0 2 2
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 بردار جهت  

  د:یآ یم دستبهر یز  ۀنشان داده و از رابط aeباشد، آن را با  یم   aجهت با بردار راستا و هماست با طول واحد كه هم  یبردار

( ), , cos ,cos ,cosaa a

a a aa
e e e

a a a a

 
 = ⎯⎯⎯→ = ⎯⎯⎯→ =  
 
 

1 2 3 

)بردار  بردار جهت )یکّه( ), ,a −1 2 2, ,aa e
− 

= + + = ⎯⎯⎯→ =  
 

1 2 21 4 4 3 3 3 3   

 

aاگر    i j k= − + bو  2− j k= + ae  ،be   ،a یاز بردارها  یکباشد، هر 2 be aو  + be  د. یابیرا ب −
 

 د. یابیرا ب  𝒂⃗⃗سازد بردارجهت بردار  یم 45ه  یزاو Zو با محور  60ه یزاو xبا محور   𝒂⃗⃗بردار   

 
 
 

 

 نیمساز دو بردار  

را نصف می کند نمی توان دو بردار را جمع کرد   bو  a  آوردن برداری که زاویه بین دو بردار  دستبهبرای  

a  مگر  b= .در متوازی الاضلاع قطر نیمساز نیست ولی در لوزی قطر نیمساز است(. پس باید ابتدا   باشد(

   را حساب کنیم سپس با هم جمع کنیم. bو   a یکه بردارهای

a b
a b

e e
a b

= + =  b , a نیمساز  +

a  هر ضریبی از بردار   b

a b
aتواند بردار نیمساز باشد. اگر بردار مفروض را در  نیز می + b  ضرب کنیم، بردار  b a a b+  .حاصل می شود 

b a a b=  b , aنیمساز  +

 

)نیمساز دو بردار    ), ,a = 1 2 )و   2 ), ,b 3 0  را بیابید.   4
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 ای، اسکالر«رب داخلی »درونی، نقطهض 
)ضرب داخلی دو بردار مفروض   ), ,a a a a= 1 2 )و  3 ), ,b b b b= 1 2 aبا علامت   3 b صورت مقابل  شود و عددی است که بهنشان داده می

a شود.  تعریف می b a b a b a b = + +1 1 2 2 3 3 

تواند مثبت، شود که ضرب داخلی دو بردار، یک بردار نیست بلکه یک عدد است و این عدد میاز تعریف ضرب داخلی دو بردار، نتیجه می
 منفی یا صفر باشد. 

  
)گر  ا  ), ,v = −1 1 1 )و  1 ), ,v = − −2 1 4 vباشد، حاصل   5 v v v+ + 1 2 1  کدام است؟  2

 15( 4 5( 3  ( صفر 2 5− (1
 

 ها رب داخلی دو بردار و زاویۀ بین آن ض 

 شود:گاه این زاویه از رابطۀ زیر محاسبه میبنامیم، آن را   bو  aاگر زاویۀ بین دو بردار  

cos cos
a b

a b a b
a b


 =   = 

 

 د: ی آور دستبهن دو بردار را یب ۀیر، زاو یز یاز بردارها  یکهر  یبرا 

)الف(   ), ,a − −0 1 ) و 1 ), ,b 1 0 )ب(   0 ), ,a 1 0 )و 0 ), ,b = 3 1 0 
 

aبر روی دو بردار    i j= +3 bو  3 i j k= − − الاضلاع  الاضلاعی ساخته شده است. کسینوس زاویۀ بین دو قطر این متوازیمتوازی 2
 (92)ریاضی خارج کدام است؟  

1) 1
4 2 )1

3  3 )1
2 4 )2

3 
 

)گر  ا  ), ,A = 2 4 5 ،( ), ,B = 2 3 )و   4 ), ,C = 3 3  کدام است؟   Bگاه اندازۀ زاویۀ رأس  سه رأس یک مثلث باشند، آن 3

1 )60 2 )120  3 )30 4 )150 
 

 ردارهای عمود بر هم ب 

cos cos
a b a b

a b
a b a b

  
 =  = ⎯⎯⎯→  = 02  

  
)با تصویرهای   bو    aدو بردار    ), , + 1 1 )و   2 ), , −2 0 aبردارهای   ازای کدام مقادیر مفروض هستند. به 1 b+  وa b−   عمود

 (89)ریاضی اند؟ برهم
 1و  0.6( 4  1و  0.4( 3  1−  و 0.6( 2 1−و   0.4( 1
 

 های داده شده نظیر کنید.هر یک از حالات زیر را با شکل 

 
 
 
 
 
 
 
 

 یا
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 داخلی  ضربهای ویژگی  

 گاه ضرب داخلی:سه بردار دلخواه باشند، آن cو   a ،bاگر  
a جایی دارد، یعنی: . خاصیت جابه1 b b a =  

) :پذیری دارد. توزیع2 )a b c a b a c + =  +  

a . ضرب داخلی هر بردار در خودش برابر مربع اندازۀ آن است:  3 a a =
2 

b :دو طرف تساوی را می توان در یک بردار ضرب داخلی کرد. 4 c a.b a c=  =  

a. قانون حذف برقرار نیست، یعنی اگر  5 b a c =  توان نتیجه گرفت: طور قطع نمیگاه بهآن 

( ). . . . ( ).

a b o a b

a c b c a c b c a b c a b c

c o

− =  =


=  − =  − =  − ⊥
 =

 

 شود:صورت زیر تعریف می. ضرب داخلی بردارهای یکه به6

i i j j k k

i j j k k i

  =  =  =


 =  =  =

1
0

 

  ی داشت كه ضرب داخلد توجه  یبا  یاست ول  یریپذعیو توز   ییجاهت جابیخاص  یدو بردار دارا  ید ضرب داخلیطور كه ملاحظه كردهمان.  7

) : یعنیباشد ینم  یریپذت شركتیخاص یدارا ) ( )a b c a b c     

 ندارد. ین عدد و بردار معنیب یعدد است و ضرب داخل   یکدو بردار  یرا ضرب داخل یز
 

)  اگر   ), ,a −1 2 bو  1 j k= + )باشد، حاصل   3 )a b− .( )a b+2 د. یابیرا ب 

 

 به اتحادهای جبری بین بردارها  راجع نکتۀ بسیار مهم  

a b a b a b = +  
2 22 2  

a b a b a b+ + − = +
2 2 222 2  

( )a b c a b c a b a c b c+ + = + + +  +  + 
2 22 2 2  

 

aاگر   = bو  3 = a  باشد حاصل  60و زاویه بین دو بردار  2 b+  را بیابید.  2
 

aدو بردار و   bو  aاگر    b= = aو  2 b− = 2 )گاه حاصل عبارت باشد، آن 3 ) ( )a b a b+  −  کدام است؟   2

1) −2 2 )4  3)3
2 4 )−4 

  
aوقتی فرض  . 9 b c o+ +  صورت مقابل است:شود، معمولًا شکل بهداده می =
 
 

 رب  ضاست. حاصل  6و   5و  3ترتیب به cو   a ،bدر شکل مقابل، اندازۀ بردارهای  

 ( 80)ریاضی کدام است؟    bو  aداخلی دو بردار  
1 )2  2 )−1 

3 )1  4 )−2 
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به cو   a  ،bاگر     طول بردارهای  با  و    5و    3،  2های  ترتیب  aباشند  b c o+ + آن = حاصل  باشد،  aگاه  b a c b c +  +    چقدر
 است؟ 

 31( 4 1− (3  19− (2 ( صفر 1
 

 شوارتز  _کوشی امساوین 

)برای هر دو بردار مثل   ), ,a a a a= 1 2 )و  3 ), ,b b b b= 1 2 a داریم:  3 b a b  

cos
cos cosa b a b a b a b a b a b

 
 = ⎯⎯⎯→  =  ⎯⎯⎯⎯⎯→  

1  
  

xاگر    y z+ − =3 4 6 xباشد، کمترین مقدار عبارت   41 y z+ +2 2 29  کدام است؟   4
1 )21 2 )31  3 )41 4 )5 
 

 بر راستای برداری دیگر  بردارصویر قائم یک ت 

است. با فرض    ها  را که زاویۀ بین آن   bو    aدو بردار غیرصفر  
  0 کنیم  گیریم. ثابت می درنظر می   2

aاز رابطۀ مهمِ    bبر بردار    aتصویر قائم   b
a b

b


 =  آید. دست می به   2

 اثبات: 

 شود: طول بردار تصویر از رابطۀ مقابل محاسبه می
a b

a
b


 = 

 اثبات: 
  

aاگر    i j= bو  + i j k= − + +2  کدام است؟   bبر  aباشند، تصویر قائم بردار   4

1 )( ), ,−1 2 4 2 )( ), ,− −1 2 4 3 ), ,
 
− 
 

1 2 4
21 21 21

 4 ), ,
 
− − 
 

1 2 4
21 21 21

 

  
)اگر    ), ,a = −2 0 )و  1 ), ,b = 2 0 aباشد تصویر بردار   1 b+  را بیابید. ؟ bدر امتداد بردار  2

 

aبا معلومات  bو    aدو بردار    = bو  5 = aو  7 b i j k− = + −2  a، چند برابر بردار  aبر روی بردار    bاند. تصویر قائم بردار  مفروض 3

 خارج( 95)ریاضی است؟ 
1 )0.7 2 )0.8  3 )1.2 4 )1.42 
  

 نسبت به برداری دیگر  بردارقرینۀ یک  

a، بردار  bنسبت به برداری دیگر مثل   aاگر قرینۀ برداری مثل    چه در مورد  باشد، با توجه به آن

aتصویر قائم یک بردار بر یک راستا گفته شد،   آید:دست میاز رابطۀ زیر به 

«a    تصویر قائمa   برb  »است a a a a a a   + =  = −2 2 
 

aقرینۀ بردار    j k= + bنسبت به راستای  3 i k=  کدام است؟   −
1 )j k− + 3 2 )i j− −3  3 )i j k− +2 4 )i j+3 
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a اندازۀ )طول( قرینۀ هر بردار، با خود آن بردار برابر است:  a= 

a  اگر بردار   ۀنیقر a  نسبت به بردارb ،باشد  a a+ بردار  یهمواره در راستاb :است 

a برابرند:  aو هر دو با بردار  b یرو aر  یبا تصو bنسبت به  a ۀنیباشد قر یمواز bبا بردار  aاگر بردار  a a = =  
  

aبردار  ۀقرین  i j= bنسبت به بردار  − i j k= − +2  خارج( 90 ریاضی) کدام است؟   cو  aنامیم. ضرب داخلی دو بردار می cرا  2

1) −
1
2 (3  ( صفر  2 3

3  4 )1 
 

 »برونی یا هندسی«   خارجیضرب  

)بردارهای  ), ,a a a a= 1 2 )و   3 ), ,b b b b= 1 2 را در نظر بگیرید. ضرب خارجی   3

aرا با علامت   bدر  aبردار   b دهند.نشان می 
 شامل آن دو عمود است.  و صفحه bو  aکه بر ، برداری است  خارجیضرب  

3را از روش دترمینان  bو  aتوان ضرب خارجی دو بردار  می  حساب کرد:  3

( ), ,

i j k
a a a a a a

a b a a a i j k a b a b a b a b a b a b
b b b b b b

b b b

 = = − + = − − −
2 3 1 3 1 2

1 2 3 2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1
2 3 1 3 1 2

1 2 3

 
 

)بردار عمود بر دو بردار    ), ,a = −1 3 ) و 2 ), ,b = − −2 1  کدام است؟5

1 )( ), , −13 1 5 2 )( ), ,− −13 1 5 3 )( ), ,− −13 1  اند. درست 3و  1( 4 5
  

)اگر    ), ,v = −1 1 1 )و  2 ), ,v = −2 1 2 vباشد، زاویۀ بردار   3 v1  تر است؟ با کدام محور بزرگ 2

1  )x  2 ها )y 3  ها )z با هر سه محور یکسان است.4 ها ) 
  

 شود:صورت زیر تعریف میضرب خارجی بردارهای یکه محورهای مختصات به

 

 

 های ضرب خارجیویژگی  

a  خارجی هر بردار در خودش، برابر بردار صفر است: . ضرب  1 a o = 

) جایی ندارد.  . ضرب خارجی دو بردار، خاصیت جابه2 )a b b a = −  

) پذیر است. . ضرب خارجی بردارها نسبت به جمع برداری از طرف چپ توزیع3 )a b c a b a c + =  +  

) پذیری ندارد. .خاصیت شرکت4 ) ( )a b c a b c     

) در ضرب خارجی.  kضرب عدد حقیقی  .5 ) ( ) ( )ka b a kb k a b =  =  

b در یک بردار ضرب خارجی کرد:  از یک طرفدو طرف تساوی را می توان   .6 c a b a c=   =  
aقانون حذف برقرار نیست یعنی اگر  . 7 b a c = توان نتیجه گرفت: طور قطع نمیگاه به، آن  b c= 

 

)بردارهای واحد باشند، حاصل   kو  i ،jاگر   )( )i i j k     (91)ریاضی کدام است؟ 

 −i−  3 )j 4 )k( 2 ( صفر 1
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aاگر    b c o+ + a    ، ثابت کنید:= b b c c a =  =  

 

)  بر دو بردار  vبردار    ), ,a = −1 1 )و  1 ), ,b = 1 2 vعمود است، اگر   1 = 2  كدام است؟  vباشد آنگاه  2

1 )( ), ,0 2 2 2 )( ), ,−2 0 2 3 )( ), ,−2 0 2 4 )( ), ,−1 0 2 

 

)دو بردار با تصویرهای    ), ,a = −1 2 )و   1 ), ,b m= 2 )اندازۀ بردار    mازای کدام مقدار  اند. بهمفروض 4 ) ( )a b a b+     برابر صفر

 است؟ 
m( فقط  1 = 2 2  فقط )m =  m( هر عدد حقیقی m 4( هیچ مقدار 3 2−
 

)گاه:  باشند، آن غیرصفر دو بردار  bو  aاگر    )b a b  = )و  0 )a a b  = 0 

 
 
 
 
  

)اگر   ), ,a −1 1 )و 1 ), ,b −2 1 a یبیابید كه بر بردارها یباشد بردار 1 b−   وa b+  عمود است.  2

 

aبردار   b  بر بردارهایa   وb   وma nb  هر ترکیب خطی از(b  وa.عمود است ) 
 

 

 هازاویۀ بین آن ضرب خارجی دو بردار برحسب اندازۀ حاصل  

)اگر    ), ,a a a a= 1 2 )و  3 ), ,b b b b= 1 2  ها باشد، داریم:زاویۀ بین آن دو بردار و   3

sina b a b =    
  

در رابطۀ مقابل اگر   = ) باشد، خواهیم داشت:  0 )sina b a b = =0 0 

a آنها برابر صفر باشد: یند اگر و تنها اگر ضرب خارج یگر موازیدیکبا  bو  aدو بردار یعنی  b a b o  = 
  

aدرجه است.    90کمتر از    bو   aزاویۀ بین دو بردار    = bو    6 = )و    5 )a a b + = )، حاصل  18 )a a b  کدام است؟   +

1 )54 2 )56  3 )60 4 )64 
  

a، در دو رابطۀ dو    a  ،b  ،cچهار بردار    c d b =    وa d c b =  کنند، الزاماً دو بردار غیرصفر  صدق میa b+   وc d+  ،نسبت به هم
 خارج( 93)ریاضی کدام وضع را دارند؟ 

 ( موازی 4 ( عمود3  ( قرینه2 ( مساوی1
 

 تحاد لاگرانژ ا 

( ).a b a b a b + =
2 2 2 2   

 

aه:  کیطورهاند بمفروض bو  a یبردارها  = 3  ،b = aو  26 b =  د. یآور دستبهرا   a . b، حاصل  72

 

a  ه:کیطورهسه بردار باشند ب cو  bو  aاگر   b c+ + = 0 ،a = 3  ،b = cو   5 = aحاصل   ،7 b  دیآور  دستبهرا. 
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 الاضلاعمتوازی  مساحت 

متوازی مساحت  مفروض  اندازۀ  بردار  روی  اندازۀ می ساخته  bو   aالاضلاعی که  با  است  برابر  شود، 
 ها.ضرب خارجی آنحاصل

S a b=  

 مساحت مثلث  

sinS a b a b=  = 
1 1
2 S  یا 2 AB AD= 

1
2

 
 
 
 

AB  خط راست قرار دارند اگر و تنها اگر:  یک یرو Cو  Bو  Aجه: سه نقطه ینت  AC o = 

 

)اگر    ), ,a = −1 2 )و    3 ), ,b = 2 0 aالاضلاع تولیدشده توسط دو بردار  ، مساحت متوازی 1 b+ aو    3 b+2  ( 87)ریاضی  ، کدام است؟  5

1) 2 3 2 )3 2  3 )3 5 4 )5 3 
 

)اگر    ), ,A 1 2 1 ،( ), , −3 2 1B   و( ), ,C 2 2  را بیابید.  ABCباشد مساحت مثلث   3
  

واحد مربع است. اگر زاویۀ بین   12اند، مساحت مثلث تولیدشده توسط این دو بردار واحد مفروض 8و  5های به طول  bو  aدو بردار  
 (81)ریاضی دو بردار کمتر از قائمه باشد، اندازۀ تفاضل دو بردار کدام است؟ 

1 )5 2 )6  3 )6.5 4 )7.5 
 

 رب مختلط سه بردار در فضاض 

اگر  
a

a a

a

1

2

3

 ،
b

b b

b

1

2

3

و   
c

c c

c

1

2

3

)ضرب  گاه حاصلسه بردار غیرصفر باشند، آن  )a b c    یک عدد حقیقی است که از ضرب داخلیa  در بردارb c 

 آید، این عدد برابر است با: دست میبه

( )
a a a

b b b b b b
a b c b b b a a a

c c c c c c
c c c

  = = − +

1 2 3
2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3
2 3 1 3 1 2

1 2 3

 : ضرب مختلط 

بلکه باید با قانون چرخشی  جا کرد،  را بدون نظم و ترتیب جابه  cو    a  ،bتوان بردارهای  در ضرب مختلط، نمی
 انجام شود:

( ) ( ) ( )a b c b c a c a b  =   =   
 
 

)شده  سه بردار غیرصفر باشند، خلاصه cو  a ،bاگر   ) ( ) ( )( )a b b c c a−  +   (90)ریاضی  کدام است؟  2−

1 )( )a b c  2 )( )a b c 2  3 )( )a b c 3 4 صفر ) 

  



 

 

 

15 

 السطوح حجم متوازی 

متوازی بردارهای حجم  یال هم cو  a ،bالسطوح که  قدرمطلق  سه  با  برابر  باشند،  آن  »غیرموازی«  رأس 
 ضرب مختلط همان سه بردار است.حاصل

 ( )v a b c=     
  

)و بردار با تصاویر د  ), ,a = −1 2 ) و 3 ), ,b = −2 1 a و  a    ،b  بردار   السطوح که بر روی سهمفروض هستند. حجم متوازی 1 b   ساخته

   شود، کدام است؟

1 )54 2 )72  3 )75 4 )80 
 

بردار    سه  روی  aبر  i j= −2  ،c i k b j k= −  = +4 متوازی 3 متوازییک  این  قاعدۀ  اگر  است.  شده  ساخته  را  السطوح  السطوح 
 خارج( 89)ریاضی السطوح کدام است؟  تشکیل دهند، ارتفاع متوازی bو   aبردارهای 

1 )1 2 )1.5  3) 3 4 )2 
 

 شود )و بالعکس(.صفحه باشند، صفر میضرب مختلط سه بردار وقتی سه بردار همالسطوح یا همان حاصلمتوازیحجم 
 

)را طوری بیابید که بردارهای  mمقدار   ), ,a = −1 0 2 ،( ), ,b m= −1 )و  1 ), ,c = −1 2  صفحه باشند.هم 1
 

a  اگر  b b c c a +  +  =  باشد ثابت کنید سه بردار در یک صفحه قرار دارند. 0


