


  

     



  

    



  

     

  
  
  
  
  
  
  
  

    
 جان و خردنام خداوند  به  
 كزين برتر انديشه برنگذرد 

  
  
  

كنيم. اين كتـاب مطالـب هندسـه     آموزان مي را تقديم دانش» گذرنامه«از مجموعه » دهمهندسه «بسيار خرسنديم كه كتاب 
هاي فراوان بـر   شود و با مثال يآموز، ابتدا با مباحث هر فصل آشنا م دهد. دانش ميصورت مفهومي آموزش  بهرا  دهمپاية 

دهـد تـا بـر     اي را پاسـخ مـي   هاي تشريحي و چهارگزينـه  كند. سپس براي هر فصل، تعدادي پرسش پيدا ميها اشراف  حل آن
  .موضوع تسلط يابد

  اي براي هر درس جهت خودآزمايي آورده شده است. در ادامه يك آزمون چهارگزينه
  ها، انجام گرفته است. آزمون در بخش پاسخ و اي شريحي، چهارگزينهها، اعم از ت بندي پرسش همچنين سطح

كـه مايـل بـه تحصـيل در بهتـرين        را در درس هندسه دهمآموزان كلاس  رود كتاب حاضر، همة نيازهاي دانش انتظار مي
  گو باشد. هاي كشور هستند، پاسخ ها و بهترين رشته دانشگاه

انـد تشـكر كنـيم.     قاي علي صادقي كه كتاب را زير نظر دبير مجموعه تأليف كردهدانيم از مؤلف محترم آ در اينجا لازم مي
 بهاره خـدامي   ،(رسم شكل) آرا)، سارا لطفي مقدم و سمانه مسروري چين و صفحه ها محبوبه شريفي (حروف چنين از خانم هم

  سپاسگزاريم. )ح جلداطرو   (گرافيست
ها ما را با اعلام نظرات، پيشنهادها و انتقادهـا خـود    هاي عزيز آن و خانواده آموزان اميدواريم دبيران محترم هندسه و دانش

  دربارة اين كتاب ياري فرمايند.
  انتشارات مبتكران  
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  گوييم. را زاويه حاده مي 90هر زاويه كوچكتر از زاويه حاده (تُند): -1
  گوييم. را زاويه منفرجه مي 90هر زاويه بزرگتر از (باز): منفرجهزاويه  -2
  گوييم. باشد، زاويه قائمه مي 90اي كه برابر به زاويه زاويه قائمه: -3
  گوييم. صفحه مي باشد، زاويه نيم 180اي كه برابر به زاويه زاويه نيم صفحه: -4
  گوييم. باشد دو زاويه متمم مي 90اي كه مجموعشان برابر با به دو زاويه دو زاويه متمم: -5
  گوييم. باشد دو زاويه مكمل مي 180اي كه مجموعشان برابر با به دو زاويه كمل:دو زاويه م -6
مشتركشـان در طـرفين    اي كه در رأس و يك ضلع مشترك بوده و اضـلاع غيـر   به دو زاويه دو زاويه مجاور: -7

 دو زاويه مجاورند. yOzˆو xOyˆعنوان مثال دو زاويه گوييم. به ضلع مشترك باشند، دو زاويه مجاور مي
 ، مجانبند.زيردر شكل  yOzˆو xOyˆگوييم. دو زاويه به دو زاويه مجاور كه مكمل نيز باشند، دو زاويه مجانب مي دو زاويه مجانب: -8
 
 
 
  
دو در امتداد يكديگر و  به ها دو دو زاويه كه رأس مشترك داشته باشند واضلاع آن يه متقابل به رأس:دو زاو -9

  در شكل مقابل. yOzˆو xOtˆگوييم. مانند دو زاويه در جهات مختلف باشند، دو زاويه متقابل به رأس مي
 مجانب بر هم عمودند.نيمسازهاي دو زاويه  -10
 
 

  

  اثبات:

 
ˆ ˆ ˆ ˆO O O O ˆ ˆ ˆ ˆ ˆO O O O tot
ˆ ˆ ˆ ˆO O , O O

              
  

1 2 3 4
2 3 2 3

1 2 3 4
2 2180 180 90 90  

  

  نيمسازهاي دو زاويه متقابل به رأس در يك امتدادند. -11
طـوري كـه    شود بـه  زاويه ايجاد مي 8اگر خطي دو خط موازي را قطع كند،  قضيه خطوط موازي و مـورب:  -12

  باشد. مچنين هر زاويه حاده با هر زاويه منفرجه مكمل ميزواياي حاده با هم و زواياي منفرجه با هم برابرند. ه
  

  اند يا مكمل. اگر اضلاع دو زاويه نظير به نظير موازي باشند، دو زاويه يا مساوي -13
  

xو xOyكنيم در دو زاويه فرض مي  اثبات: O y   اضلاعOx وO x    با هم و اضـلاعOy وO y      نيـز بـا هـم
Oباشند و ضلع  موازي x   ضلعOy  را مطابق شكل در نقطهA قطع كند. اگرO y  در جهتOy  ،باشد
  يه خطوط موازي و مورب داريم:ضطبق ق

Oy || O y Ox || O xˆ ˆ ˆ ˆO A A O
O x OyJn¼¶ Jn¼¶
          

1 1  
  

ˆدرنتيجه ˆO O.  
Oxاگر حال || O x ،Oy || O y  و مطابق شكلO y     در خـلاف جهـتOy 

ˆباشد، آنگـاه بنـابر حالـت اول    ˆO O ˆ. از طرفـي 1 ˆO O   1 2 . بنـابراين  180
ˆ ˆO O  2    اند يا مكمل. يا مساوي Oو O. درنتيجه زواياي180

  اگر اضلاع دو زاويه نظير به نظير موازي باشند، نيمسازهاي اين دو زاويه يا موازيند يا عمودند. (چرا؟) -14
 اند يا مكمل. (چرا؟) اگر اضلاع دو زاويه، دو به دو برهم عمود باشند، دو زاويه يا مساوي -15

  ، مثلث و اجزاي مهم آنزاويه
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  مثلث

ناميم. بـه   مي مثلث آورند كه وجود مي كنند، شكلي به قطع ميدو يكديگر را در سه نقطه متمايز  به سه خط كه دو
گوييم. مثلث مقابـل را   مثلث مي هاي رأس Cو  A ،Bو به نقاط  اضلاع) BCو  AB ،ACشده ( خط ايجاد سه پاره

Aصورت به BC
 خوانيم مثلث  كنيم و مي بيان ميABC.  

ناميم. معمولاً اندازه هر ضـلع مثلـث را بـا     مي ABCرا زواياي مثلث CBAو ACB،CABهر يك از زواياي
را كـه مقابـل بـه     BCعنوان مثال اندازه ضلع  دهيم. به حرف كوچك متناظر با حرف رأس مقابل آن، نمايش مي

  دهيم. نشان مي cرا با حرف ABو اندازه ضلع  bرا با حرف  AC، اندازه ضلع aاست با حرف Aرأس 
  

 گوييم. مثلث مي» اجزاي فرعي«نيمساز و عمود منصف  ،و به ارتفاع، ميانه» اي اصليزاج«در مثلث، به اضلاع و زوايا  
  

  اجزاي فرعي مثلث
 شود. خطي است كه از يك رأس بگذرد و بر ضلع مقابل آن رأس عمود  ارتفاع مثلث، پاره هاي مثلث: ارتفاع -1

 ـ ترتيـب   را بـه  ABو  BC ،ACوارد بـر اضـلاع    يهـا  ارتفـاع انـدازه  ، ABCث هر مثلث سه ارتفاع دارد. در مثل
ها) از  هاي هر مثلث (يا امتداهاي آن شود كه ارتفاع هاي بعدي ثابت مي در درسدهيم.  نمايش مي chو ah،bhبا

  گوييم. مثلث مي مركز ارتفاعيه آن نقطه را گذرند ك يك نقطه مي
 

الزاويه باشد، دو ارتفاع مثلـث، خـارج مثلـث قـرار      الزاويه باشد، مركز ارتفاعي، داخل مثلث واقع است. اگر مثلث منفرجه مثلث حادهاگر  .1
هـا هسـتند و مركـز ارتفـاعي      الزاويه باشد، اضلاع قائم، دو تـا از ارتفـاع   شود. اگر مثلث قائم ث واقع ميگيرند و مركز ارتفاعي، خارج مثل مي

  گيرد. روي رأس قائمه قرار مي

 
  

خطي است كه يـك رأس مثلـث را بـه وسـط ضـلع مقابـل آن رأس وصـل         ميانه مثلث پارههاي مثلث:  ميانه -2
ترتيب  را به ABو BC،ACهاي وارد بر اضلاع اندازه ميانه ،ABCكند. هر مثلث، سه ميانه دارد. در مثلث مي
  .يمده نمايش مي cmو am ،bmبا

 مركـز ثقـل  نـام    در يك نقطه داخل مثلـث بـه  همواره هاي هر مثلث  شود كه ميانه هاي بعدي، ثابت مي در درس
  كنند. ، يكديگر را قطع مي(گرانيگاه يا نقطه تعادل)

  يه و ضلع مقابل آن رأس باشد.خطي است كه آن زاويه را نصف كند و محدود به رأس آن زاو نيمساز داخلي هر زاويه مثلث، پاره نيمسازهاي داخلي مثلث: -3
ترتيـب   را بـه  Cو A،B، اندازه نيمسـازهاي داخلـي زوايـاي   ABCهر مثلث سه نيمساز داخلي دارد. در مثلث

  دهيم. نمايش مي cdو ad،bdبا
  شود كـه نيمسـازهاي داخلـي هـر مثلـث در يـك نقطـه داخـل مثلـث يكـديگر را            هاي بعدي، ثابت مي در درس
  كنند. قطع مي
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  زاويه خارجي مثلث
آن زاويـه   آيد، زاويه خارجي نظير د مي، پدياي كه از امتداد يكي از اضلاع زاويه داخلي مثلث در مثلث، به زاويه

  .ABCدر مثلث CAxو BAyگوييم. مانند زواياي مي
اند). بنابراين براي هر رأس، فقط يكـي   رأس با هم برابرند (زيرا متقابل به CAxو BAyواضح است كه  زواياي

 گيريم. ها را درنظر مي از آن
  

ن زاويه آخطي است كه زاويه خارجي نظير  نيمساز خارجي هر زاويه مثلث، پاره نيمسازهاي خارجي مثلث: -4
 در  ADخـط  كند و محدود بـه رأس آن زاويـه و امتـداد ضـلع مقابـل آن رأس اسـت. (ماننـد پـاره         را نصف مي

  مثلث مقابل).
 يشنمـا  cdو ad،bdترتيـب بـا   را بـه  Cو A،B، اندازه نيمسازهاي خـارجي نظيـر زوايـاي   ABCدر مثلث

ازهاي خـارجي در حالـت   س ـمتوان ديد كـه ني  ، ميABCدهيم. با رسم سه نيمساز خارجي براي مثلث دلخواه  مي
 گذرند. (همرس نيستند)! نمينقطه كلي از يك 

 
  

الساقين باشد، نيمساز خـارجي رأس، بـا قاعـده مـوازي اسـت. بنـابراين در        اگر مثلث متساوي .2 
  معني است! اين وضعيت طول نيمساز خارجي نظير رأس، بي

باشـد. بنـابراين    نظيرش، مجانب مي داخليدر هر مثلث، هر زاويه خارجي، با زاويه   
 ودند.نيمسازهاي داخلي و خارجي نظير هر رأس بر هم عم

  
گذرد و بر آن  هر ضلع مثلث، خطي است كه از وسط آن ضلع مي  عمودمنصف هاي اضلاع مثلث: عمودمنصف -5

د نگذر هاي اضلاع هر مثلث، از يك نقطه مي شود كه عمودمنصف هاي بعدي، ثابت مي شود. در درس ضلع عمود مي
 (همرسند).

  

 جهـا، خـار   الزاويه باشد، نقطه همرسي عمودمنصـف  ها، داخل مثلث، اگر مثلث منفرجه عمودمنصف يالزاويه باشد، نقطه همرس اگر مثلث حاده .3
 گيرد. قرار مي ،ها، وسط وتر الزاويه باشد، نقطه همرسي عمودمنصف مثلث و اگر مثلث قائم

 
 گوييم. اند، همرس مي قطه متقاطعبه سه خط يا بيشتر كه همگي در يك ن توجه:

  

  نكاتي در مورد مثلث
  باشد. مي 180مجموع زواياي داخلي هر مثلث برابر -1
  .هر زاويه خارجي در مثلث، با مجموع دو زاويه داخلي غيرمجاورش برابر است -2
  است. 360مجموع زواياي خارجي در هر مثلث برابر -3
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w ¾Ä»Hp¼³در هر مثلث زاويه بين نيمسازهاي دو زاويه داخلي برابر است با: -4

 90 2.  

w ¾Ä»Hp¼³در هر مثلث زاويه بين نيمسازهاي دو زاويه خارجي برابر است با: -5
 90 2.  

w ¾Ä»Hp¼³ه خارجي، برابر است با:در هر مثلث زاويه بين نيمساز يك زاويه داخلي با نيمساز يك زاوي -6
2.  

  در مثلث اندازه زاويه بين  ارتفاع و نيمساز داخلي نظير هر رأس برابر است با نصف تفاضل دو زاويه ديگر. -7
 .DEFو ABCهاي  هم برابر باشند. مانند مثلث هاي اضلاع متناظر و همچنين اندازه زواياي متناظر در دو مثلث با گوييم هرگاه اندازه مي همنهشتدو مثلث را  - 8
  
  

AB DE , BC EF , AC DF
ABC DEFˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA D , B E , C F

     
   

   

 علامت همنشهتي   
  

(پ) تساوي دو زاويـه  اوي سه ضلع (ض ض ض)، (ب) تساوي دو ضلع و زاويه بين آن دو ضلع (ض ز ض) و سعبارتند از (الف) ت ها هاي همنهشتي مثلث حالت -9
  و ضلع بين آن دو زاويه (ز ض ز).

  عبارت است از (الف) وتر و يك ضلع، (ب) وتر و يك زاويه حاده. الزاويه قائم هاي هاي همنهشتي مثلث حالت -10
  برابر با نصف وتر است. ميانه وارد بر وترالزاويه  قائم  در مثلث -11
  ت با تفاضل دو زاويه ديگر.سااع و ميانه وارد بر وتر برابر تفبين ارزاويه الزاويه  در مثلث قائم -12
گوييم. هر يك از دو ضلع مساوي را ساق و ضلع سوم را قاعده و به محـل برخـورد دو    مي الساقين مثلث متساويمثلثي را كه در آن دو ضلع مساوي باشند،  -13

  گوييم. ساق، رأس مثلث مي
  ها با هم برابرند. ي روبرو به ساقها الساقين، زاويه در مثلث متساوي -14
  باشد. الساقين مي مثلثي كه دو زاويه برابر داشته باشد، متساوي -15
  اند. ميانه وارد بر قاعده و عمودمنصف قاعده برهم منطبق ،ارتفاعالساقين، نيمساز زاويه رأس،  تساويدر مثلث م -16
  الساقين است. بق باشند، متساويمثلثي كه ميانه و ارتفاع نظير يك ضلع آن بر هم منط -17
  الساقين است. مثلثي كه ارتفاع نظير يك ضلع آن، نيمساز زاويه مقابل به آن ضلع هم باشد، متساوي -18
  الساقين است. مثلثي كه ميانه نظير يك ضلع آن، نيمساز زاويه مقابل به آن ضلع هم باشد، متساوي -19
  ها با هم برابرند. اخلي زواياي مقابل به ساقالساقين، نيمسازهاي د در مثلث متساوي -20
  الساقين است. اش برابر باشند، متساوي مثلثي كه دو نيمساز داخلي -21
  ها با هم برابرند. هاي نظير ساق الساقين، ارتفاع در مثلث متساوي -22
  الساقين است. مثلثي كه دو ارتفاع برابر داشته باشد، متساوي -23
  ها با هم برابرند. هاي نظير ساق ساقين، ميانهال در مثلث متساوي -24
  الساقين است. مثلثي كه دو ميانه برابر داشته باشد، متساوي -25
  الساقين، نيمساز خارجي نظير رأس با قاعده موازي است. در مثلث متساوي -26
  الساقين است. مثلث متساوياگر در مثلثي، نيمساز خارجي يكي از زوايا با ضلع روبرويش موازي باشد در اين صورت  -27
الاضلاع با هـم برابـر و هـر     گوييم. كاملاً بديهي است كه زواياي داخلي مثلث متساوي مي الاضلاع مثلث متساويمثلثي را كه در آن سه ضلع مساوي باشند،  -28

  باشد. مي 60كدام
  .الاضلاع نيز برقرار است الساقين براي مثلث متساوي هاي مثلث متساوي باشد، تمام ويژگي ين نيز ميالساق الاضلاع، متساوي از آنجا كه مثلث متساوي -29
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هاي هندسي هسـتند و بهتـر از    ترين وسيله براي آشنايي با شكل كش و پرگار. اين ترسيمات، مناسب هاي هندسي به كمك خط ترسيمات هندسي يعني رسم يا ساختن شكل
باشـند.   طور دقيق، مي كش، پرگار، گونيا و نقاله مهمترين ابزارها براي رسم يك شكل به كنند. خط گري، زمينه را براي فراگيري حل مسائل هندسي فراهم ميهر وسيله دي

  استفاده كنيم. كش و پرگار خطولي هدف از ترسيم هندسي اين است كه براي رسم يك شكل تنها از دو وسيله 

   نكات زير ضروري است: به در ترسيمات هندسي توجه
گـار  پر. ثانياً از خط راست قابل استفاده است) رسم باشد (يعني فقط براي درج ميكش، غيرم باشند كه اولاً خط ي ميا كش و پرگار قابل استفاده، به گونه الف) خط

  .كه يا مركز و يك نقطه از آن معلوم باشد و يا مركز و اندازه شعاع آنتوان استفاده كرد  براي جدا كردن طول معين يا براي رسم دايره يا كماني از دايره ميتنها 
  .باشد خط، مدنظر نمي توانيم دهانه پرگار را به اندازه آن باز كنيم و به هيچ عنوان اندازه پاره خط معلوم بوده و مي خط، آن است كه دو سر پاره منظور از معلوم بودن پاره  ب)
  .باشد ه نيز آن است كه جاي رأس زاويه و نيز امتداد دو ضلع آن مشخص ميمنظور از معلوم بودن زاوي  پ)
تر انجام پذيرد. سپس با  آوريم تا رسم شكل راحت دست مي بهاطلاعات جديد  يبراي حل مسأله ترسيم، ابتدا مسأله را رسم شده فرض كرده، از شكل فرض  ت)

  كنيم. كش و پرگار شكل موردنظر را رسم مي خط
  

باشـد.   R، برابر با مقـدار ثابـت  Oها از نقطه ثابتي مانند دايره مجموعه نقاطي است كه فاصله آن يره:تعريف دا
 Rبرابـر  Oاش از  اي كـه فاصـله   ر نقطهاست و ه Rبرابر Oاش از  عبارت ديگر هر نقطه روي دايره فاصله به

  است، روي دايره قرار دارد.
  

  بگذرد. Bمركز آن باشد و از نقطه Aاي رسم كنيد كه اند. دايره مفروض Bو Aدو نقطه متمايز :1
دايره موردنظر  Aباز كرده، سپس به مركز ABخط  ابتدا دهانه پرگار را به اندازه پاره  پاسخ:  

  گذرد. مي Bهكنيم. واضح است كه اين دايره از نقط را رسم مي
 

  
  

  رسم كنيد. 6و  5، 4مثلثي با اضلاع  :2
خط كماني به شعاع  . سپس از يك سر اين پارهمكني رسم مي 6خطي به اندازه  ابتدا پاره  پاسخ:  

 ـكنـيم. ا  رسم مي 5خط كماني به شعاع  و از سر ديگر پاره 4 يكـديگر را در دو  ن دو كمـان  ي
  توانند رأس سوم مثلث باشند. كنند و هر دو نقطه مي قطع مي هنقط

  
  

 

باشـند،   شماريم. بنابراين در مسأله قبـل چـون دو مثلـث همنهشـت مـي      هاي همنهشت را يكبار مي هاي رسم شده، مثلث در شمارش مثلث .4
  لث قابل رسم است.يك مث

  رسم كنيد. 9و  5، 4مثلثي با اضلاع  :3 
و  4خط كماني به شـعاع   كنيم. سپس از يك سر پاره رسم مي 9خطي به اندازه  ابتدا پاره پاسخ:  

خـط (مطـابق    كنيم. ايـن دو كمـان روي پـاره    رسم مي 5خط كماني به شعاع  از سر ديگر پاره
  آيد. وجود نمي اند و مثلثي به طعشكل) متقا

 

  هاي هندسيترسيم
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عبـارت ديگـر مجمـوع دو ضـلع      مجموع هر دو ضلع از ضلع سوم بزرگتر باشد و يا به بايدقابل رسم باشد،  cو a ،bهاي  براي اينكه مثلثي با اندازه  
  تنها يك مثلث وجود دارد. ،ع سوم بزرگتر باشد، همچنين اگر مثلث قابل رسم باشداز ضل ،كوچكتر

  

  ؟توان مثلث با اين اضلاع رسم كرد با كدام دسته از اعداد زير مي :1 
2/)3   7و  2 و 3 )2  5 و 2 و 3 )1   3/و5   5و  3 و 4( 7  6و  4

   ها داريم: با بررسي گزينه :خپاس  
مثلث قابل رسم نيست      2 3 5 1: گزينه  

مثلث قابل رسم نيست      2 3 7 2: گزينه  
/مثلث قابل رسم نيست     / 2 5 3 4 6 3: گزينه  
مثلث قابل رسم است      5 3   4: گزينه 7

  
  
  

  رسم كنيد. xOyاي به اندازه زاويه داده شده زاويه :4 
كمـان دلخـواهي رسـم     Oبـه مركـز  گيـريم.   روي آن درنظر مي Oاي مانند كنيم و نقطه را رسم مي dكش خط ابتدا با خط پاسخ:  

مـاني رسـم   ك Oدهيم و به مركـز  قطع كند. دهانه پرگار را تغيير نمي Bو Aرا در نقاط xOyكنيم تا اضلاع زاويه داده شده  مي
 دادن دهانه كنيم و بدون تغيير باز مي ABخط قطع كند. حال دهانه پرگار را به اندازه طول پاره Bرا در نقطه  dكنيم تا خط  مي

را  Oقطع كند. حال اگر Aكنيم تا كمان اول را در نقطه مي كماني رسم Bپرگار به مركز  
Aكنيم، زاويه وصل  Aبه O B   با زاويه(xOy) AOB شـود. زيـرا دو مثلـث    برابر ميOAB 
Oو A B   .همنهشتند  

  
 

  
  
  

B ،/2و از A ،2شـان از   متر از يكديگر قـرار دارنـد. نقـاطي را بيابيـد كـه فاصـله       سانتي 3به فاصله  Bو Aدو نقطه :5  5 
    متر باشند. سانتي

يك كمان (دايره) و بـه   2و شعاع  Aكنيم. سپس به مركز  وصل مي Bرا به Aابتدا  پاسخ:  
2/و شعاع Bمركز در يكديگر را كنيم. اين دو كمان (دايره)  كمان (دايره) ديگري رسم مي 5

  باشند. كنند. اين نقاط، نقاط موردنظر مي قطع مي Nو Mدو نقطه
 

  
  
  

  صـورت زيـر قابـل     ، بـه باشـند  z، برابـر Bو از yبرابـر   Aشـان از   از يكديگر واقع باشند. نقـاطي كـه فاصـله    xبه فاصله Bو Aنقطه واگر د 
  بررسي است:

yالف) اگر z x اند) ها در دو نقطه متقاطع ، در اين صورت دو نقطه وجود دارد. (دايره  
yب) اگر z x اند) ها در يك نقطه متقاطع (دايره .، در اين صورت يك نقطه وجود دارد  
yپ) اگر z x ها نقطه مشترك ندارند). اي وجود ندارد. (دايره ، در اين صورت هيچ نقطه  

  
 



 

14 

  باشند؟ 2به فاصله  Bو از  7به فاصله  Aمفروض است. چند نقطه وجود دارد كه از 10به طول  ABخط هپار :2

  1( 1  2( 2   3( نامتناهي )4  صفر  
از آنجا كه پاسخ:   7 2   اي وجود ندارد. بنابراين هيچ نقطه 10

 
  
  

باشـند.   kبـه فاصـله   Aرا بيابيد كه از نقطه dاز آن قرار دارد، مفروضند. نقاطي از خط hكه به فاصله Aو نقطه dخط :6
  هاي مختلف را بررسي كنيد). (حالت

باشد. محل برخـورد ايـن    ، ميkو شعاع Aاي به مركز نقاط روي محيط دايره ،باشد kفاصله به Aطور كلي نقاطي كه از به پاسخ:  
hهاي زير، اگر شكل به ، نقاط موردنظر است. با توجهdدايره با خط kتنها يك نقطه وجود دارد (حالت اول). اگر ،h k  هـيچ ،

hاي وجود ندارد (حالت دوم) و اگر نقطه k.(حالت سوم) دو نقطه وجود دارد ، 

 
  

  

  باشد؟ 4به فاصله  Aوجود دارد كه از نقطه dخارج آن، مفروضند، چند نقطه روي خط Aو نقطه dخط :3
  1 )4  2حداكثر )  3  2 )2  صفر )1  

پذير است. بنابراين  هاي بررسي شده در مسأله قبل امكان معلوم نيست، هر يك از حالت dتا خط  Aاز آنجا كه فاصله نقطه پاسخ:  
  نقطه وجود دارد. 2ثر حداك

  
  

 از و رسم آنسممهم نيويژگي 
  
  

  ع زاويه به يك فاصله است.هر نقطه روي نيمساز يك زاويه، از دو ضل .1
گيريم.  در نظر مي Otرا روي نيمساز Mباشد. نقطه دلخواه xOyنيمساز زاويه Otكنيم فرض مي  اثبات:

  كنيم. داريم: رسم مي Oyو  Oxرا بر اضلاع  MKو MHعمودهاي Mاز
OM OM
ˆ ˆO O OMH OMK MH MK
ˆ ˆH K

k¹U ¾Ä»Hp ¦Ä » oU»



    


  

1 2
90

  

  

  اي از دو ضلع زاويه به يك فاصله باشد، آن نقطه روي نيمساز آن زاويه قرار دارد. اگر نقطه .2 
MHبه يك فاصله باشد يعني xOyاز دو ضلع زاويه Mكنيم فرض مي  اثبات: MKاز .O بهM كنيم. داريم وصل مي:  

      
OM OM

ˆ ˆMH MK OMH OMK O O
ˆ ˆH K

Í±ò ¦Ä » oU»
 


    


  

1 2
90

  

  

 هر نقطه كه روي نيمساز يك زاويه باشد، از دو ضلع آن زاويه به يك فاصله است و هر نقطه كه از دو ضلع يك زاويه به يك فاصـله باشـد، روي    
  دارد. رنيمساز آن زاويه قرا
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  روش رسم نيمساز

كنيم تا اضلاع زاويه  و شعاع دلخواه يك كمان رسم مي O، ابتدا به مركزxOyنيمساز زاويه داده شده براي رسم
كنيم تا حتماً يكديگر  هايي رسم مي و به شعاع دلخواه يكسان كمانBو Aقطع كند. به مركزهاي  Bو Aرا در

 ،ض) همنهشــت هســتند ض بــه حالــت (ض OBMو OAMهــاي  قطــع كننــد. مثلــث Mاي ماننــد را در نقطــه
ˆبنابراين ˆO O1   است. xOyنيمساز زاويه OMروي نيمساز است و امتداد M. يعني2

  

وجـود   dيك از اضلاع زاويه موازي نيست. چند نقطـه روي خـط   با هيچ dري كه خططو مفروضند. به dو خط xOyزاويه :7
  ؟دارد كه از اضلاع زاويه به يك فاصله باشد

 ،باشند اويه ميد، نقاط روي نيمساز زنبه يك فاصله باش xOyنقاطي كه از اضلاع زاويه پاسـخ:   
، نقـاط  dكنيم. محل برخـورد ايـن نيمسـاز بـا خـط      را رسم مي xOyبنابراين نيمساز زاويه

  موردنظرند. دو حالت ممكن است:
  ه)(جواب يك نقط باشدبا نيمساز در يك نقطه متقاطع  dحالت اول: خط  
  شمار نقطه) بر نيمساز زاويه منطبق باشد (جواب بي dحالت دوم: خط  
  با نيمساز موازي باشد (جواب وجود ندارد) d: خطسومحالت   

  

  كدام است؟ OHاست. طول xOyنيمساز زاويه Otدر شكل مقابل :4

  1(3
2    

  2( 6  
   3( 7      

  4 (8  
AHدانيم هر نقطه روي نيمساز زاويه از اضلاع زاويه به يك فاصله است. بنابراين : ميپاسخ   AH. :درنتيجه  

  a a a    
1 32 1 2 2  

OH  همنهشت بوده و بنابراين داريم: OAHو OAHهاي  از طرفي مثلث OH a ( )      
34 1 4 1 72  

  

  مهم عمودمنصف و رسم آن  ويژگي
  

  خط به يك فاصله است. خط، از دو سر آن پاره يك پاره عمودمنصفهر نقطه روي  .3 
  

 Aبه Mباشد. از  dاي دلخواه روي  نقطه Mبوده و  ABخط عمودمنصف پاره dكنيم فرض مي اثبات:
  داريم: .كنيم وصل مي Bو

MH MH
ˆ ˆH H A M H B M H AM BM
AH HB

(Æ p Æ)  



     

 

1 1 90  

  خط قرار دارد.  ي عمودمنصف آن پارهخط به يك فاصله باشد، رو از دو سر يك پارهكه نقطه هر  .4 
  داريم: .كنيم رسم مي ABرا بر MHعمود Mبه يك فاصله باشد. از  Bو Aاز نقاط Mكنيم نقطه فرض مي اثبات:

MA MB
MH MH A M H B M H AH HB
ˆ ˆH H

Í±ò ¦Ä » oU»  
 


    


   1 2 90
  

  قرار دارد. ABروي عمودمنصف  Mاست. درنتيجه ABخط عمودمنصف پاره MHبنابراين 



 

16 

خط به يك فاصله باشـد،   خط به يك فاصله است و هر نقطه كه از دو سر يك پاره خط باشد، از دو سر پاره ك پارههر نقطه كه روي عمودمنصف ي 
  روي عمودمنصف آن قرار دارد.

  

  خط روش رسم عمودمنصف يك پاره
و به شعاع يكسـان (بزرگتـر از    Bو  Aزكتدا دو كمان به مرا، ابABخط داده شده براي رسم عمودمنصف پاره

از  Nو Mقطع كنند. هـر دو نقطـه   NوMكنيم تا يكديگر را در دو نقطه ) رسم ميABخط  نصف طول پاره
وصـل كنـيم،    Nرا بـه  Mقرار دارند. بنابراين اگـر  ABپس روي عمودمنصفاند،  به يك فاصله Bو Aنقاط

  آيد. دست مي به ABخط  پارهعمودمنصف 
  
  

  . چند دايره قابل رسم است؟بگذرد Bو Aازكه اي رسم كنيد  را درنظر بگيريد. دايره Bو Aدو نقطه متمايز :8
به يك فاصله است (شعاع). بنابراين  Bو A، از دو نقطهBو Aمركز دايره گذرنده از پاسخ:  

را رسـم   ABخـط   قرار دارد. بنابراين ابتدا عمودمنصف پاره ABخط  روي عمودمنصف پاره
و بـه   Oاي بـه مركـز   گيـريم. دايـره   را روي آن درنظر مـي  Oسپس نقطه دلخواه  .كنيم مي

 شـمار دايـره   دست آيـد. بنـابراين بـي    كنيم تا دايره موردنظر به رسم مي OBيا  OAشعاع
  خـط  هـا روي عمودمنصـف پـاره    بگذرند. مركز ايـن دايـره   Bو Aتوان رسم كرد كه از  مي

AB اند. واقع  
  
  
  

  يك فاصله باشد.به  Bو Aاي را بيابيد كه از نقطه dدر يك صفحه مفروضند. روي خط  Bو Aو دو نقطه dخط :9
، نقطـه  dكنيم. محل برخورد عمودمنصف با خـط  را رسم مي ABخط منصف پارهعمود پاسخ:  

عمـود باشـد) مسـأله     ABبر  dرا قطع نكند ( dخط ABموردنظر است. اگر عمودمنصف
را در يك نقطه قطع كند، مسـأله يـك    dخط ABجواب ندارد. در صورتي كه عمودمنصف
  شـمار   منطبـق باشـد مسـأله بـي     dبـر خـط   ABجواب دارد و در صورتي كه عمودمنصف

  جواب دارد.
  
  
  

  باشد. خط مي ن وسط پارهتيكي از كاربردهاي روش رسم عمودمنصف، ياف  
  

  
  

  از لطف نيست: يدر بحث ترسيمات هندسي توجه به مطالب زير خال   
و  Oاي بـه مركـز   باشد، محيط دايـره  rرابرب Oشان از نقطه مجموعه نقاطي كه همگي فاصله -1   

  باشد. مي rشعاع
  

  

مجموعه نقاطي كه از دو خط متقاطع (اضلاع زاويه) به يك فاصله باشند، نقـاط روي نيمسـاز    -2   
  زاويه است.

  
  
  
  
  

خط) به يـك انـدازه باشـند، نقـاط روي      از دو نقطه متمايز (از دو سر پاره مجموعه نقاطي كه -3   
  خط است. عمودمنصف پاره
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مجموعه نقاطي كه از دو خط موازي به يك فاصله باشند، نقاط روي خطي اسـت مـوازي بـا     -4   

  دو خط و به يك فاصله از هر يك.
  

  
  

در طـرفين   dباشند، نقاط روي دو خـط مـوازي بـا    rبه فاصله dمجموعه نقاطي كه از خط -5   
  باشند. از آن مي rآن و به فاصله

  
  
  

  رسم كنيد. كماني از يك دايره معلوم است. مركز آن را بيابيد و دايره را :10
 ABهـاي   گيـريم. عمودمنصـف   را روي كمان درنظر مي Cو  A،Bسه نقطه دلخواه  :پاسخ  
ف مركز دايره است (زيرا مركز دايـره  صنكنيم. محل تقاطع اين دو عمودم را رسم مي BCو

قـرار دارد).   BCو  ABبه يك فاصله است، بنابراين روي عمودمنصـف  Cو A،Bاز نقاط
  كنيم. دايره را رسم مي OAو شعاع Oحال به مركز

  
  
  

از زاويـه  س ـمباشد. سپس به كمك آن ني 3برابر  اي بيابيد كه فاصله آن از هر ضلع زاويه مفروض است. نقطه xOyزاويه :11
  را رسم كنيد.

در طـرفين   Oxباشند، نقاط روي دو خط موازي بـا  3به فاصله  Oxنقاطي كه از ضلع پاسـخ:   
از آن و دو خـط   3بـه فاصـله    Oxاز آن است. بنابراين دو خط موازي بـا  3آن و به فاصله 

كنيم. محل برخورد اين خطوط جواب مسأله اسـت   از آن رسم مي 3به فاصله  Oyموازي با
 Oرا بـه  Aاند. بنابراين اگر هر يك از اضلاع زاويه به يك فاصلهاز  Oو A). نقاطA(نقطه

  است. xOyنيمساز زاويه OAوصل كنيم،
  
  
  
  

  ضيح دهيد.را تو 15و 60،30ي به اندازهيياامراحل رسم زو :12
سپس نيمساز يكي از اين است.  60مثلث، كنيم. هر يك از زواياي اين الاضلاعي به طول ضلع دلخواه رسم مي مثلث متساوي پاسخ:  

 15كنـيم تـا زاويـه    را رسم مي 30يايپديد آيد. در مرحله آخر، بار ديگر نيمساز يكي از زوا 30كنيم تا زاويه زوايا را رسم مي
  ايجاد شود.

  
  
  
  

BCرا با معلومات ABCمثلث :13  8،AB  Ĉو 5  30 .رسم كنيد  
BCابتدا ضلع پاسـخ:     كنيم. سـپس   را جدا مي 30زاويه Cكنيم و روي رأس را رسم مي 8

ABو شعاع Bكماني به مركز    كنيم. داريم: رسم مي 5

BCˆB H C : C BH


     
830 42 2  

  آيد. دست مي كند و دو مثلث متمايز به را در دو نقطه قطع مي 30بنابراين كمان رسم شده ضلع زاويه  
آيد و اگـر   دست مي لث بهرا در يك نقطه قطع كند فقط يك مث 30ضلع زاويه ،توجه شود كه در حالت كلي اگر كمان رسم شده  

  را قطع نكند مثلثي قابل رسم نيست. 30ضلع زاويه
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  روش رسم خط عمود بر يك خط از يك نقطه
  

  رسم كنيم. دو حالت وجود دارد. d، خطي عمود برخط Aخواهيم از نقطه گيريم. مي را درنظر مي Aو نقطه dخط
  است. dروي خط Aنقطه الف)

 قطـع كنـد. در ايـن    Nو Mرا در دو نقطـه  dكنـيم تـا خـط     و شعاع دلخواه كمـاني رسـم مـي    Aبه مركز 
گذرد.   مي Aرا رسم كنيم از نقطه MNخط است. حال اگر عمودمنصف پارهMNخط  وسط پاره Aصورت

  عمود است. dبر خط Aبه اين ترتيب اين عمودمنصف، خطي است كه در نقطه 
  است. d خط جرخا Aنقطه  ب)

را در دو  dكنـيم تـا خـط     تا خط، كمـاني رسـم مـي    Aبزرگتر از فاصله نقطه  و به شعاع Aبه مركز 
روي  Aبـه يـك فاصـله اسـت بنـابراين       Nو  Mاز  Aقطع كند. در اين صورت نقطه Nو  Mنقطه

گـذرد.   مي Aرا رسم كنيم از نقطه MNخط قرار دارد. اگر عمودمنصف پاره MNخط عمودمنصف پاره
  عمود است. dگذشته و بر خط Aاين ترتيب اين عمودمنصف، خطي است كه از نقطه به
  

  اي خارج آن روش رسم خطي موازي يك خط از نقطه
  

بگـذرد و بـا    Aخواهيم خطي رسـم كنـيم كـه از    ه شده باشد. ميخارج آن داد Aو نقطه dكنيم خط فرض مي
را  dباشد. سپس خـط  عمود dبگذرد و بر  Aكنيم كه از نقطه را طوري رسم مي lموازي باشد. ابتدا  dخط

مودنـد،  ع lبر خـط  dو dعمود باشد. در اين صورت خطوط lبگذرد و بر Aكنيم كه از اي رسم مي به گونه
  .اند بنابراين موازي

  
  

  قطر آن باشد. DEخط مفروض  مربعي رسم كنيد كه پاره :14
دانيم در مربع قطرها برابر و عمودمنصف يكديگرنـد. بنـابراين ابتـدا عمودمنصـف      مي :خپاس ـ  

 ODو شعاع DEخط ، وسط پارهOكنيم. سپس به مركز نقطه ا رسم مير DEخط معلوم پاره
 Bو Aرا  DEخـط  كنيم. محل برخورد ايـن دايـره بـا عمودمنصـف پـاره      اي رسم مي دايره
  دنظر است.مورمربع  ADBEناميم. چهارضلعي مي

  
  

  
  
  
  
  

  رسم كنيد. 12مستطيلي به طول قطر  :15
 دانيم چهارضلعي كه قطرهايش برابر و منصف باشند، مستطيل است. بنـابراين از نقطـه   مي پاسخ:  

 ABكنيم. دو قطر دلخواه ايـن دايـره را    رسم مي 6و شعاع  Oاي به مركز ، دايرهOدلخواه 
اـ برابـر و منصـف يكديگرنـد.     ACBDناميم. در چهارضلعي مي CDو  ـ، قطره لـعي  پ  س ايـن چهارض

  توان رسم كرد. شمار مستطيل با اين ويژگي مي مستطيل موردنظر است. واضح است كه بي
  
  

  باشد. 8و  6الاضلاعي رسم كنيد كه طول قطرهاي آن  متوازي :16
 6را به طول  ABخط الاضلاع قطرها منصف يكديگرند. بنابراين پاره دانيم در متوازي ميپاسخ:   

)و شـعاع  Oناميم. به مركـز  مي Oخط را كنيم. وسط اين پاره رسم مي )8 اي رسـم   دايـره  42
ناميم.  مي CDگذرد را در نظر گرفته، نمي Bو  Aكنيم. قطر دلخواهي از اين دايره كه از مي

الاضلاع  شمار متوازي الاضلاع موردنظر است. واضح است كه بي ، متوازيADBCچهارضلعي
  .توان رسم كرد با اين ويژگي مي
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  فرد (يكتا) قابل رسم است؟ صورت منحصر به ز اشكال هندسي زير با معلومات داده شده بهيك ا كدام :5
  باشد. 4مستطيلي كه طول قطر آن  )1  

   2(  باشد. 6و طول قطر آن  4لوزي كه طول ضلع آن  
  باشد. 8و  5ن آالاضلاعي كه طول قطرهاي  متوازي )3  
  شد.با 6و  4الاضلاعي كه طول اضلاع آن  متوازي )4  

  

در صورتي كه در گزينه  .كنند شمار شكل را معرفي مي هركدام بي 4و  3، 1هاي  گزينه پاسـخ:   
باشد، مطابق شكل با توجه به منصـف بـودن    6و  4ترتيب  ، اگر طول ضلع و قطر لوزي به 2

دست آورد كه در اين صـورت تنهـا    قطر ديگر لوزي را بهتوان  ميقطرها و رابطه فيثاغورس 
  قابل رسم است.يك لوزي 

x x x

o«Äj oõ¤
     

 

2 2 2 24 3 7 7
2 7

  
  

  
  

ACالاضلاع دلخواه كه براي رسم يك متوازي :6  يكـي از قطرهـاي    6
 aي هـا  شعاع هايي به كمان Cو Aآن است، مطابق شكل از دو سر 

قطـع كننـد. در ايـن     DوBكنيم تا يكديگر را در نقاط رسم مي bو
  ؟قابل قبول است bو aصورت كدام مقدار براي

  1 (b  aو 3  2  
   2(b  aو 3  4  

  3(b  aو 3  3    
  4( a 1 وb  7  

 

BCروبرو برابرند. بنابراين اضلاع الاضلاع وازيتمدر  پاسـخ:    AD b الاضلاع زماني با اين روش قابـل رسـم اسـت كـه      . متوازي
 6و  a،bبـا اضـلاع   ABCعبارت ديگر مثلث يكديگر را قطع كنند. به Cو Aبه مراكز bو aهاي  هاي رسم شده به شعاع كمان

aقابل رسم باشد. بنابراين بايد b  6،a b 6 وb a 6  كند. صدق مي ها در اين نامساوي 2باشد. گزينه  
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  اول
  

  رسم كنيد (طريقه رسم را توضيح دهيد) 6و  5، 4مثلثي به طول اضلاع  .1 

  
  اي تكميل كنيد كه جاهاي خالي را به گونه .2 

  دزير دو جواب داشته باش مسأله الف)
  زير يك جواب داشته باشد. مسأله ب)
  زير جواب نداشته باشد مسأله پ)

  برابر ............ باشد. Bو از نقطه  .برابر ............ Aاش از نقطه  اي پيدا كنيد كه فاصله از هم هستند. نقطه .به فاصله ............ Bو  Aنقاط 

  
  را درنظر بگيريد.دو ضلع يك زاويه  .3 

  واحد باشد. 2اي بيابيد كه فاصله آن از هر ضلع زاويه موردنظر  نقطه الف)
  واحد باشد. 4اي بيابيد كه فاصله آن از هر ضلع زاويه موردنظر  نقطه ب)
  با استفاده از (الف) و (ب) نيمساز زاويه موردنظر را رسم كنيد. پ)

  
  را توضيح دهيد. 15و 60،45،30يكش و پرگار طريقه رسم زوايا به كمك خط .4 

  
باشـد.   7و  4الاضلاعي رسم كنيد كه طول قطرهـاي آن   الاضلاع است. متوازي دانيم چندضلعي كه قطرهايش منصف هم باشند، متوازي مي .5 

  توان رسم كرد؟ مي 7و  4الاضلاع به طول قطرهاي  چند متوازي

  
  باشد. 6منصف هم باشد، مستطيل است. مستطيلي رسم كنيد كه طول قطر آن  قطرهايش با هم برابر ودانيم چندضلعي كه  مي .6 

  
  مستطيلي رسم كنيد كه:  .7 

 باشد. 5و  3طول اضلاع آن  الف)
  باشد. 5و طول قطر آن  4طول يك ضلع آن  ب)

  
  با توجه به اينكه براي لوزي بودن يك چهارضلعي كافي است كه قطرهاي آن چهارضلعي عمودمنصف يكديگر باشند. .8 

  رسم كنيد. 6و طول قطر  5لع لوزي به طول ض الف)
  باشد. 5و  3لوزي رسم كنيد كه طول قطرهاي آن  ب)

  
  متر رسم كنيد. سانتي 10را به طول ABخط پاره .9 

  عمودمنصف آن را رسم كنيد. الف)
  به فاصله Bو Aچند نقطه روي عمودمنصف وجود دارند كه از دو نقطه ب)

  متر هستند؟ سانتي 3 )3  ؟متر هستند سانتي 5 )2  متر هستند؟ سانتي 10 )1  
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