
  
  



  
  
  
  
  
  
  



  



  
  
  
  
  
  

د    د جان و  داو م  د   د جان و  داو م     

ذرد   ه  ن د ذردن  ا ه  ن د   ن  ا
  
  
  

  از  »»يكتـا يكتـا گسسـته  گسسـته    تترياضـيا رياضـيا ««سپاس فراوان خداوند منان كـه مـا را آموخـت و آمـوختن فرمـود. هـدف از تـأليف كتـاب         

هـاي   آزمـون وازدهـم،  موفقيت در امتحـان نهـايي سـال د    فراهم آوردن منبعي مناسب و جامع براي ،»»رشادترشادت«« ةمجموع

رياضيات گسسـته  در اين كتاب كلية مفاهيم درس  .باشد ميكنكور موفقيت در تر  اي آزمايشي و از همه مهم چهارگزينه
  نيز يادآوري شده است. هاي قبلي هنياز از پاي پيشرفته آموزش داده شده و مطالب پيش به صورت
طور كامل مطالعه كنـد   بايد درسنامه را به اي چهارگزينهي و هر فصل، قبل از پاسخ به سؤالات تشريح در آموز دانش

آموز افـزايش   هاي تأليفي و كنكور، توانايي دانش تا درك عميقي از مفاهيم آن پيدا كند. سعي شده با ذكر سؤال و تست
 بـه  تند كـه بـراي  دار يا دشوار هس ها سؤالاتي نكته اند. آن متمايز شده ، بعضي بااي چهارگزينهسؤالات  در بينيابد. 

سؤالات تشريحي با رويكرد امتحان نهـايي و   اند. آموز و توانايي او در حل مسائل پيچيده طرح شده چالش كشيدن دانش
باشد.  هاي كاملاً تشريحي مطابق با روند آموزشي كتاب درسي همراه مي هاي تشريحي طرح شده است كه با پاسخ آزمون

   هاي برتر باشد. هاي ورودي دانشگاه آموزان براي موفقيت در آزمون اميد است كتاب حاضر پاسخگوي نيازهاي دانش
قـدرداني   ،نمودندجناب آقاي يحيي دهقاني كه امكان چاپ اين كتاب را فراهم  مبتكرانمبتكرانانتشارات انتشارات از مديرعامل محترم 

خـلاق   مولود فكركنم كه اين كتاب  اده تشكر ميزدي عزيزمهندس ها جنابدبير محترم مجموعه  از چنين كنم. هم مي
  هـا   آرايي كتـاب را برعهـده داشـته اسـت و خـانم      كه زحمت حروفچيني و صفحه سپيده خداوردياز خانم  ايشان است.
ي همـة  بسـيار ممنـونم و بـرا    ، زهرا گودرز و سپيده رشيدي (طراح جلد))ها (گرافيست بهاره خدامي و مقدم سارا لطفي

  م.كن زان آرزوي موفقيت ميعزي
، بـراي  دربارة اين كتـاب را م نظرات، پيشنهادها و انتقادهاي خود آموزان ساعي خواهشمند ترم و دانشاز دبيران مح

  بنده ارسال نمايند.
  

  خيراللهيخيراللهي                            احساناحسان
@math_edu96 

  



 

  
  

  

 

   ضيضيرياريا                استدلال     استدلال                     :  :    ولولدرس ادرس ا
 8................................................. اثبات مستقيم

 9.....................................................مثال نقض 
 11................................................. روش اشباع

 12................................................. هان خلفبر
 15............................................اثبات بازگشتي 

 17...................................هاي تشريحي  پرسش
 20...............................اي هاي چهارگزينه پرسش

  ييبخشپذيربخشپذير                :  :    ومومدد    درسدرس
 26................................هاي بخشپذيري ويژگي

 28......................تركيب خطي دو عدد صحيح
 30................................................. قضيه تقسيم

 34....................................... افراز اعداد صحيح
 36..................................................... اعداد اول

 43......................عليه مشترك بزرگترين مقسوم
 48.........................كوچكترين مضرب مشترك

 51...................................هاي تشريحي  پرسش
 55...............................اي هاي چهارگزينه پرسش

  و كاربردهاي آنو كاربردهاي آن  نهشتينهشتي  بطة همبطة همرارا                :  :  سومسوم    درسدرس
 84..................................................... همنهشتي
 85.................................. هاي همنهشتي ويژگي

 92.................................................... قضيه فرما
 94................................................... قضيه اويلر

 97..........................................معادله همنهشتي 
 101...............................هاي بخشپذيري آزمون

 105.........................................تعيين رقم يكان 
 109.....................................سياله خطي  معادله
 114.................................هاي تشريحي  پرسش
 118.............................اي هاي چهارگزينه پرسش

  
  

  

  

گرامعرمعر                :  :    ولولدرس ادرس ا گرافي    فففي 
  148 ................................................ گراف ساده

  149 .............................. درجه رئوس در گراف
  151 .................................... گراف كامل و تهي

  152 .................................. هاي يكريخت گراف
  155 ...................... دنباله درجات رئوس گراف

  157 .............................................. گراف منتظم
  158 ................................................... زير گراف

  159 .......................................مكمل گراف ساده 
  159 .......................................................... مسير
  162 ........................................................... دور

  164 .............................................. گراف همبند
  167 .................................هاي تشريحي  پرسش
  172 .............................اي  هاي چهارگزينه پرسش

گر  للمدمد                :  :    ومومدد    درسدرس گرسازي با    ففااسازي با 
  215 ..................................... گر مجموعه احاطه
  216 ..... گري احاطه گر مينيمم و عدد مجموعه احاطه

  217 ......................... مينيمال گر مجموعه احاطه
  219 ....................... گري كران پايين عدد احاطه

  225 .................................هاي تشريحي  پرسش
  230 .............................اي  هاي چهارگزينه پرسش

  
  
  
  
  
  
  

  



 

  

  

  
در تركيبياتمبامبا                :  :    ولولدرس ادرس ا در تركيبياتحثي   حثي 

  250 ..........اصل اساسي شمارش (اصل ضرب)
  250 ..................................................جايگشت

  250 ..........................................تبديل (ترتيب)
  252 .......................................................تركيب
  255 ........مختلفحوزةkشي يكسان درnتوزيع

  256 ..........هاي صحيح و نامنفي...تعداد جواب
  259 ............................................هاي لاتينمربع
  261 ....................................لاتين چرخشيمربع

  263 ...................................دو مربع لاتين متعامد
  264 .................................................قطر پراكنده

  266 ........................متعامدساختن دو مربع لاتين
  268 .................................هاي تشريحيسشپر

  276 .............................ايهاي چهارگزينهپرسش
  

 رشرششماشمايي براش يي براش هاها  ششوورر                :  :    ومومدد    درسدرس
  311 .........................اصل شمول و عدم شمول

  317 ................................................تعداد توابع
  318 ..............مختلفkشي مختلف درnتوزيع

  319 ................................يكبهتعداد توابع يك
B )RبهAازتعداد توابع پوشا Bf (........ 319  

  321 ......................................اصل لانه كبوتري
  327 .................................هاي تشريحيپرسش
  333 .............................ايهاي چهارگزينهپرسش

 
  

  



  

7  



 

8 
  

يك ويژگي عمده رياضيات آن است كه در همة علوم و شئون زندگي انسان كاربرد دارد و هر دانشي براي گسترش و پيشرفت خود بـه رياضـيات   
هاي متعدد در رياضيات پديد آمـده اسـت    انگيز رياضيات را فراهم ساخته است و امروزه آن قدر شاخه نياز دارد. اين نياز موجبات گسترش شگفت

نظـر دارنـد و آن    نظرهـا، رياضـيدانان در يـك موضـوع اتفـاق      اي خاص داراي تخصص است. جدا از همة اخـتلاف  ر رياضيدان فقط در زمينهكه ه
  شود.   هاي رياضي است كه استدلال رياضي ناميده مي چگونگي ثابت كردن قضيه

بـرد. آن چـه ماهيـت     ه طور طبيعي ذهن آدمي آن را به كار مـي گيري منطقي است. استدلال تابع قوانيني است كه ب استدلال رياضي همان نتيجه  
د كـه  نياند. در مقدمة پاپيروس را هي شدهسازد، قضايايي هستند كه به عنوان مقدمه و تحت اين قوانين براي رسيدن به نتيجه سازماند استدلال را مي
  آمده است:سال قبل از ميلاد) چنين  1650ترين تاريخ موجود رياضي باشد ( شايد قديمي

دهندة درجة تمدن هر ملت است، همان قـدرت اسـتدلال كـردن     توان گفت بارزترين مشخصة شعور انسان كه نشان به جرأت مي«
  »هاي رياضي افراد آن ملت به نمايش گذاشته شود. تواند در مهارت طوركلي اين قدرت به بهترين وجه مي است به

  شويم.   ت در رياضي آشنا ميهاي استدلال و اثبا اكنون با برخي از روش  

  اثبات مستقيم
pگزارة شرطي  q چه بتوانيم با توجه به درستي  را در نظر بگيريد، چنانp درستي ،q    را ثابت كنيم در اين صورت يك اثبات مسـتقيم انجـام

   ايم.   داده

  

kگاه  ضرب دو عدد متوالي باشد، آن حاصل kثابت كنيد اگر   4   مربع كامل است.   1
  

  عددي طبيعي باشد در اين صورت داريم: nاگر   
      k n(n ) k n (n ) n (n ) n n n( )              2 21 4 1 4 1 1 4 1 1 4 4 1 2 1    

 

  است.    1ماندة  داراي باقي 8فرد در تقسيم بر  ثابت كنيد مربع هر عدد صحيح 
  

aكه  طوري وجود دارد به kفرد باشد در اين صورت عددي صحيح مانند  aاگر    k 2   داريم: 1
    ( k ) k k k (k ) k

k

        


2 22 1 4 4 1 4 1 1 8 1
2 


    

 

  خط به يك فاصله است.     خط، از دو سر آن پاره وي عمودمنصف يك پارهثابت كنيد هر نقطه ر 
  

بـه   Mباشـد. از   dاي دلخواه روي  نقطه Mبوده و  ABخط  عمودمنصف پاره dكنيم  فرض مي  
A  وB كنيم. داريم: وصل مي   

    
MH MH

H H AMH BMH AM MB

AH BH

(ÆpÆ)        
 

901 2  

  

  ثابت كنيد هر عدد فرد برابر تفاضل مربعات دو عدد صحيح است.   
  

aوجود دارد به طوري كه  kي صحيح مانند عددي فرد باشد در اين صورت عدد aاگر    k 2   داريم: .1
    a k k k k (k k ) k (k ) k            2 2 2 2 2 22 1 2 1 2 1 1  



  

9  
  ثابت كنيد مجموع هر دو عدد فرد، عددي زوج است.    
aطوري كـه   وجود دارد به kو  kشند در اين صورت اعداد صحيحي مانند اعدادي فرد با bو  aاگر    k 2 bو  1 k 2 باشـند.   1

  داريم:
    a b k k k k (k k ) k

k

              


2 1 2 1 2 2 2 2 1 2


   

  
  گوياست.      ثابت كنيد مجموع هر دو عدد گويا، عددي 
aاعداد گويا به فرم   

b
bكه  طوري هستند به  0  وa,b باشند. اگر فرض كنيم  ميy,x      دو عدد گويا باشـند، در ايـن صـورت اعـداد

aكه  طوري وجود دارند به d,c,b,aصحيح 
x

b
  وc

y
d

 (b,d )0. :داريم  
      a c ad bc

x y
b d bd


      

adكه  جايي از آن     bc  وbd  اعدادي صحيح هستند وbd 0گيريم  ، نتيجه ميx y  .عددي گوياست  

  
  پذير است.      بخش 6ضرب سه عدد متوالي بر  ثابت كنيد حاصل 
پـذير   بخش 3و يكي بر  2عدد صحيح متوالي حداقل يكي بر  3پذير است. پس از هر  بخش nها بر  عدد متوالي دقيقاً يكي از آن nاز هر   

  پذير است.  بخش 6ها بر  ضرب آن است بنابراين حاصل
  
  

  
  

  مثال نقض
sinطور مثال شود. به  ها قضاياي كلي گفته مي بعضي از قضايا هستند كه همواره برقرارند كه به آن x cos x 2 2  عضـو  يهـا xازاي همـة  به 1

  برقرار است.  
شود. مثلاً اگر دو نقطة اختياري روي محيط دايره را به وسيلة  زنيم نقض مي اي كه حدس مي افتد كه با مثالي، عموميت نتيجه اما گاهي اتفاق مي  

شـود.   ناحيـه تقسـيم مـي    4صال سه نقطة اختياري روي محيط دايره، دايره به شود. با ات ه تقسيم ميحياندايره به دو  ،خط به هم وصل كنيم يك پاره
,هاي زير اين موضوع را براي  شكل ,»5 4 3   دهد.  نقطة اختياري روي محيط دايره نشان مي 2

  
  
  

  IÀ¾õ£º jHk÷U
IÀ¾ÃeIº jHk÷U

2 3 4 5
2 4 8 16  

  
      

  شود.   ناحيه تقسيم مي n12نقطة اختياري روي محيط دايره، دايره به  nممكن است حدس بزنيم با اتصال 
توان درستي يك حكم در حالت كلي را نتيجه گرفـت كمـا    اي از مشاهدات نمي مشخص است كه براساس پاره  

بت كنيم يك حكـم در حالـت   چه بخواهيم ثا اينكه ممكن است كه اين حكم در حالت كلي نيز درست نباشد. چنان
نقطة اختيـاري   5باشد. مثلاً با اتصال  كلي درست نيست، كافي است با بيان مثالي نتيجه بگيريم كه حكم درست نمي

شود. ايـن مثـال نشـان دهنـدة نادرسـتي حـدس        ناحيه همانند شكل مقابل تقسيم مي 30روي محيط دايره، دايره به 
گوييم با مثـال نقـض نادرسـتي     حدس ما را نادرست كند در اين صورت مي ماست. اگر حتي يك مثال پيدا شود كه

  حدس ثابت شده است.
  گوييم.  مي مثال نقضدهد يك حكم در حالت كلي دوست نيست،  به مثالي كه نشان مي  

  
  

  

nآيا   2 nازاي هر عدد فرد  به 1    ، اول است؟  3
  

nازاي  خير ـ به    عدد  9   92 1 511 7   مركب است.   73
 



 

10 
  

y«اگر  x طوري كه  دو عدد حقيقي باشند بهsinx siny آيا همواره ،tanx tany برقرار است؟  
  

xخير ـ اگرفرض كنيم   


 yو  6



5
sinباشند در اين صورت  6 x sin y 

1
tanاست اما  2 x 

3
tanو  3 y




3
  باشد.  مي 3

  
C«,اگر براي هر سه مجموعة   B A  داشته باشيمA B A C گاه  ، آنB C برقرار است؟ 

  

Aخير ـ فرض كنيد    { , , } 1 2 3 ،B { } Cو  1 { } Aباشند در اين صورت  2 B A C   است اماB C اشد.  ب مي  

  

xدو عدد حقيقي باشند در اين صورت  x,yاگر   y x y   برقرار است؟  
  

xخير ـ اگـر فـرض كنـيم         yو  3  باشـد در ايـن صـورت     6 9 3 9اسـت زيـرا    6 3/و  3 1 7 6/و 2 45 
  باشند.  مي

  
xعددي حقيقي باشد در اين صورت  xاگر   x2 برقرار است؟ 

  

xخير ـ اگر فرض كنيم    
1
صورت  باشد در اين 2

1
4

1
  است.   2

  

xعددي حقيقي و غيرصفر باشد در اين صورت  xاگر  
x
1 برقرار است؟  

  

xخير ـ اگر فرض كنيم    
1
3باشد در اين صورت  3 1

  است.   3

  

yفرض كنيد  ,x كه  طوري اعداد طبيعي باشند بهx3  برy2 پذير باشد. آيا درست است كه  بخشx  برy باشد؟ پذير مي بخش  
  

xم خير ـ اگر فرض كني    yو  4  34باشند در اين صورت  8 28بر  64   پذير نيست.   بخش 8بر  4پذير است ولي  بخش 64

  
دو عدد حقيقي باشند در اين صورت  y,xاگر   x y [x] [y]   باشد؟ برقرار مي  

  

xخير ـ اگر فرض كنيم    0  وy 
1
باشند در اين صورت  5     

10 ]و  15 ]  
  

10 x]بنابراين  .باشند مي 05 y] [x] [y]   .است  

  

  دو عدد گنگ، عددي گنگ است؟آيا مجموع  
  

x  خير ـ اگر فرض كنيم    2 yو 2  2 xاعدادي گنگ باشند در اين صورت  2 y    باشد كه عددي گنگ نيست.  مي 4

  
  ضرب دو عدد گنگ عددي گنگ است؟ آيا حاصل 

  

xخير ـ اگر فرض كنيم     2 yو  2  3 x.yاعدادي گنگ باشند در اين صورت  2 12 باشد كه عددي گنگ نيست.   مي  
  
  

  
  



  

.» انـد  رس اي درون يـا بيـرون مثلـث هـم     هاي هر مثلث در نقطه ارتفاع«هاي زير، مثال نقضي براي گزارة  يك از گزينه كدام   11
  باشد؟   مي

  مثلث منفرجه الزاويه) 4  الزاويه مثلث قائم) 3  مثلث متساوي الساقين) 2  مثلث حاده الزاويه) 1    
  

  درست است. گزينة  
  الزاويه روي مثلث (رأس قائمه) است.   هاي مثلث قائم رسي ارتفاع محل هم    

 
  

  كند؟ را نقض مي» ضرب هر دو عدد گنگ، عددي گنگ است حاصل« حكمكدام گزينه كليت  
    1 (,36 9   2 (,125 5  3 (,125 15  4 (,12 24  

  

  درست است. گزينة  
ها  ب آنضر هر دو گنگ هستند ولي حاصل 125و  5اعداد     5 125 625 گوياست. توجه داشته باشيد اعداد گزينة  25

  گنگ نيستند.   1
 

  باشد؟ مي» توان به صورت مجموع اعداد طبيعي نوشت. هر عدد طبيعي را مي«كدام گزينه مثال نقضي براي گزارة  
    1 (6  2 (7  3 (8  4 (9  

  

  درست است. گزينة  
  توان به صورت جمع چند عدد طبيعي نوشت.  باشند را نمي مي 2 زادي كه تواني اتوجه داشته باشيد اعد  
      , ,      6 1 2 3 7 3 4 9 4 5    

  ها (روش اشباع) ا در نظر گرفتن همه حالتاثبات ب
n)نيم عدد خواهيم ثابت ك گاهي براي اثبات يك گزاره لازم است همة موارد ممكن در مورد مسئله را در نظر بگيريم. مثلاً مي n )2 5 7   ازاي  بـه

  ، عددي فرد است. دو حالت را بايد بررسي كنيم:nهر مقدار طبيعي 
 n  زوج باشد. در اين صورت عددي صحيح مانندk كه  طوري وجود دارد بهn k2  :است. داريم  

    n n ( k) ( k) k k ( k k ) k

k

             


2 2 225 7 2 5 2 7 4 10 6 1 2 2 5 3 1 2 1


  

 n باشد. در اين صورت عددي صحيح مانند  فردk كه  طوري وجود دارد بهn k2 1   :است. داريم  
    n n ( k ) ( k ) k k k k k ( k k) k

k

                


   2 2 2 225 7 2 1 5 2 1 7 4 4 1 10 5 7 4 6 1 2 2 3 1 2 1


  

nبينيم كه در هر دو حالت، فرد بودن  مي   n2 5 7  گيريم.  را نتيجه مي 

nو فرد بودن  qرا با  nو فرد بودن  pرا با  nاگر زوج بودن    n2 5 7   را باr  تـوان بـه صـورت     نمايش دهيم، قضيه را مـيp q r  
هايي كه در فصل اول آمار و احتمال يكتا بيان كرديم، هرگاه تركيب شرطي از راست روي تركيب فصـلي توزيـع    ارزي نمايش داد و با توجه به هم

  كند، داريم: صل را عاطف تبديل ميشود در اين صورت فا
    p q r ~ (p q) r      
   (~ p ~ q) r     
   ( p r) ( q r)       
   (p r) (q r)      

  

  
  گزارة مختلف داشته باشيم، داريم: nاگر در فرض، 

  (p p p ) r (p r) (p r) (p r)n n          1 2 1 2   
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abدو عدد حقيقي باشند و  bو  aثابت كنيد اگر   0گاه  ، آنa 0  ياb 0   .است  
  ارد كه عبارتند از:دو حالت وجود د aبراي   

aاگر       0 ضرب صفر در عدد حقيقي برابر صفر است.  باشد، در اين حالت حكم برقرار است زيرا حاصل  
aاگر       0  باشد، در اين صورتa 1  يك عدد حقيقي است و با ضرب طرفين رابطةab 0  درa 1 :داريم  
      ab a (ab) b    10 0 0   

 

aفرد باشد، ثابت كنيد  abدو عدد صحيح باشند و  bو  aاگر   b2   عددي زوج است.    2
و  kاعـداد صـحيح    صـورت  كه در اين هستندفرد  bو  aشود كه هر دو عدد فرد باشند. بنابراين  ضرب دو عدد هنگامي فرد مي حاصل  

k وري كه ط به ندوجود دارa k2 1   وb k2 1 . :داريم  
      (k k k k ) k

k

       


2 22 2 2 1 2


a b ( k ) ( k ) k k k k k k k k2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 1 4 4 1 4 4 1 4 4 4 4 2                     

 

 A { , } 3 Sيك زيرمجموعه از مجموعه  4 { , , , } 1 2 6  است وn S اگر ،n (n )2 21
nعددي زوج باشد، ثابت كنيد  4 A.  

  

nدانيم  مي   (n )2 21
4
  مجذورn(n )1

nاست. بنابراين اگر  2 (n )2 21
4
      عـددي زوج باشـد در ايـن صـورتn(n )1

2
    نيـز عـددي زوج

n(nطوري كه  وجود دارد به kاست. پس عددي صحيح مانند  )
k

1 22


  است. پسn(n ) k1 4  گيـريم از دو   باشـد و نتيجـه مـي    مي
nو  nعدد متوالي  1  باشد.  4يكي بايد مضرب  

n1كه  جايي باشد از آن 4مضرب  nاگر       6   است بنابراين فقطn 4   .قابل قبول است  
n)اگر   )1  كه  جايي باشد از آن 4مضربn1 6  گيريم  است. نتيجه ميn2 1 7   باشد بنـابراين فقـط    ميn 1 4     يـا همـان

n 3   .قابل قبول است  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  برهان خلف (اثبات غيرمستقيم)
باشد. بدين صورت كه گـاهي   است كه روش غيرمستقيم اثبات مسائل مي لفبرهان خهاي معتبر براي اثبات مسائل، استفاده از  يكي ديگر از روش

هـاي   اي از استدلال ها و دنباله كنيم كه حكم قضيه نادرست باشد، سپس با استفاده از قوانين منطق گزاره اوقات براي اثبات يك قضيه، ابتدا فرض مي
دانـيم درسـت    رسيم كه مـي  اي مي رسيم (يعني به نتيجه تضاد با فرض قضيه ميدرست و مبتني بر فرض به يك نتيجه غيرممكن (تناقض) يا نتيجة م

  گردد.  گردد كه فرض نادرست بودن حكم باطل است و درستي حكم ثابت مي جا معلوم مي نيست) و از آن
  هاي زير را برداشت: براي استفاده از برهان خلف بايد گام  
 . (فرض خلف)كنيم حكم سؤال نادرست باشد فرض مي گام اول: 

 دهد.  اي متناقض با فرض مسئله مي كند يا نتيجه اي را نقض مي دهد كه حقايق دانسته شده اي مي دهيم كه اين فرض، نتيجه نشان مي گام دوم: 

سـت و  شود كه فرض اوليه (فرض خلـف) نادرسـت ا   اي متناقض با فرض مسئله رسيديم، معلوم مي كه به يك تناقض يا نتيجه حال گام سوم: 
 باشد.   بنابراين حكم سؤال درست مي

    

p)توجه داشته باشيد در قضاياي شرطي  q) بايست از اطلاعات فرض  براي اثبات مي(p)    درسـتي اطلاعـات حكـم ،(q)    را نشـان دهـيم. در
pدانيم دو گزارة  كنيم. زيرا مي گيري مي رستي فرض را نتيجهبرهان خلف از نادرستي حكم، ناد q  وq p     ارز منطقـي   بـا هـم هـم

تـري   باشند. در سال يازدهم در پايان درس اول فصل اول با اثبات غيرمستقيم (اثبات عكس نقيض) آشنا شديم، برهان خلف حالـت كلـي   مي
كنيم كه ممكن است حكم يك  اي را اثبات مي بات عكس نقيض است كه در آمار و احتمال با آن آشنا شديم زيرا در برهان خلف، گزارهاز اث

  قضية شرطي نباشد.  
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  عددي گنگ است.      2ثابت كنيد 
طوري  وجود دارند به bو  aعددي گويا باشد (فرض خلف). در اين صورت اعداد صحيح  2كنيم حكم درست نباشد يعني  فرض مي  

aباشند و  كه نسبت به هم اول مي
b

2  است. بنابراينa b2 22 گيريم  باشد. از اين رابطه نتيجه مي ميa2    عددي زوج اسـت پـسa 
aطوري كه  وجود دارد به kباشد. بنابراين عدد صحيح  نيز عددي زوج مي k2 :است. داريم  

      a b k b b k2 2 2 2 2 22 4 2 2     
توانند نسبت به هم  هستند نمي 2هر دو مضرب  bو  aكه  جايي باشد. از آن هم عددي زوج مي bنيز عددي زوج است بنابراين  b2پس     

 .باشـد  نيـز در تنـاقض مـي    2نسبت به هم اول باشند) در تناقض است پس با فرض گويـا بـودن    bو  aاول باشند كه با فرض اوليه (
  باشد.   عددي گنگ مي 2بنابراين فرض خلف نادرست است پس 

  

  عددي فرد است.    aگاه  عددي فرد باشد، آن a2عددي صحيح باشد و  aثابت اگر  
  كنيم.  را ثابت مي جاي اثبات اين حكم، عكس نقيض آن به  

    ( a a) ( a a )2 2  SwH joÎ Ájkø SwH joÎ Ájkø SwH Z»p Ájkø SwH Z»p Ájkø   

aطوري كه  وجود دارد به kيح مانند عددي زوج باشد، عددي صح aپس اگر      k2 داريم: .باشد  
      a ( k) k ( k ) k

k

   


2 2 2 22 4 2 2 2


   

تواند هـم زوج و   نمي a2عددي فرد است)، زيرا  a2نيز عددي زوج است كه اين يك نتيجة متناقض با فرض مسئله است ( a2در نتيجه   
  بايد عددي فرد باشد.   a(فرض خلف) نادرست است پس  aهم فرد باشد بنابراين تنها توجيه اين تناقض اين است كه فرض زوج بودن 

  

  ، عددي گنگ است.  yو عدد گنگ  xعدد گويا  ثابت كنيد حاصل جمع 
x)كنيم  فرض مي   y)  :گنگ نباشد (فرض خلف)، بنابراين عددي گويا است. داريم  

      x y a y a x      
باشـد. كـه    نيز عددي گوياست زيرا تفاضل دو عدد گويا، عددي گويا مـي  yگيريم  باشند نتيجه مي هر دو گويا مي xو  aجايي كه  از آن    

  اين در تناقض با فرض مسئله است پس فرض خلف باطل و حكم برقرار است.  
  

  است.   3مضرب  nگاه  باشد، آن 3مضرب  n2عددي صحيح و  nثابت كنيد اگر  
 كنيم. به جاي اثبات حكم، عكس نقيض آن را ثابت مي  

    ( n n) ( n n )k{IM Joñ¶ SwH 3Joñ¶ k{ILº Joñ¶ SvÃº 3Joñ¶  2 23 3   
n، پس nنباشد و  3مضرب  nچه  چنان     k3 1   ياn k3 2  :است. بنابراين داريم  
      n ( k ) k k ( k k) k n ( k ) k k ( k k ) k

k k

IÄ                      
  

2 2 2 2 2 2 2 23 1 9 6 1 3 3 2 1 3 1 3 2 9 12 3 1 3 3 4 1 1 3 1 
 

   

  است.  3حتماً مضرب  nنيست كه اين يك تناقض با فرض مسئله است. پس فرض خلف نادرست است و  3مضرب  n2در نتيجه     
  

  ضرب هر عدد گوياي ناصفر در يك عدد گنگ، عددي گنگ است.     ثابت كنيد حاصل 
xyكنيم  عددي گويا و ناصفر باشند، ابتدا فرض مي yعددي گنگ و  xاگر    z .(فرض خلف) عددي گوياست  

    z
xy z x

y
    

yاعدادي گويا هستند و  yو  zجايي كه  از آن  0گيريم  ، نتيجه ميx تناقض است پـس فـرض    هم عددي گوياست كه با فرض مسئله در
  عددي گنگ است.   xyخلف باطل و 
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 a ,a ,a3 2 bباشند.  اعدادي صحيح مي 1 ,b ,b3 2 انـد. ثابـت كنيـد     ترتيـب ديگـري قـرار گرفتـه      باشند ولي بـه  نيز همان اعداد مي 1

(a b )(a b )(a b )  1 1 2 2 3   زوج است.   عددي 3
  

a)كنيم  فرض مي   b )(a b )(a b )1 1 2 2 3 3   باشند و حاصل جمع هر سـه عـددي فـرد اسـت در      عددي فرد است بنابراين هر سه فرد مي
a)كه واضح است كه  حالي b ) (a b ) (a b )1 1 2 2 3 3 0      باشد. بنابراين به تناقض رسيديم و فرض خلف باطـل و   و عددي زوج مي

  كم برقرار است. ح
  

xدر  fثابت كنيد اگر تابع   a  پيوسته وليg  درx a  ،ناپيوسته باشدf g  درx a   .ناپيوسته است 
  

h(x) كنيم فرض مي   (f g)(x)   درx a (فرض خلف) داريم: .پيوسته است  
      h(x) (f g)(x) h(x) f (x) g(x) g(x) h(x) f (x)          
xدر  hو تابع  fكه تابع  جايي از آن     a هـا نيـز در    راين تفاضل آنباشند بناب پيوسته ميx a      پيوسـته اسـت پـس تـابعg  درx a 

  پيوسته است كه با فرض مسئله در تناقض است بنابراين فرض خلف باطل و حكم برقرار است.  
  

sinثابت كنيد   15 ي گنگ است. عدد  
  

sincosكه  جايي عددي گويا باشد (فرض خلف). از آن sin15كنيم  فرض مي   230 1 2 15    بنابراينcos30  نيز عددي گوياست زيرا
sinو  1 22 cosدانيم  باشد. مي ويا ميها نيز عددي گ دو عدد گويا هستند و تفاضل آن 15  

330 3است و نتيجه گرفتيم  2
عـددي   2

3گوياست ولي 
  باشد.   عددي گنگ مي sin15عددي گنگ است. چون به تناقض رسيديم بنابراين فرض خلف باطل و  2

  
  

  

  
  
  

  توان اثبات كرد؟   دام قضيه را به روش برهان خلف نميك 
  است.   10هم مضرب  nگاه  باشد، آن 10مضرب  n2اگر ) 2  اند. دو خط موازي با يك خط، با هم موازي موازي) 1    
معادلة ) 3    

x y
1 1 1  عدد صحيح متوالي، عدد وسطي است.   5ميانگين ) 4  فرد جواب ندارد. در مجموعة اعداد  

  

  درست است. گزينة  
  شود. به روش مستقيم انجام مي 4اثبات گزينة     

  
  
  

  رسيم؟   در اثبات حكم زير به روش برهان خلف به كدام تناقض مي 
  »دارد. Pتر از  به اضافة يك، يا اول است يا عامل اول بزرگ Pتر يا مساوي  ضرب تمام اعداد اول كوچك حاصل«  
  تعداد اعداد اول متناهي است.  ) 2  يك، مضرب يكي از اعداد اول است.) 1    
5) 4  ضرب اعداد اول، اول است.) 3     3  

  

  درست است. گزينة  
pاگر      , ,p ,pn 2 1 تر يا مساوي عدد  اعداد اول كوچكP كنـيم   باشند، فرض ميA p p pn 1 2 1   بـر( i n)pi1   پـذير   بخـش

Aكـه   طـوري  وجـود دارد بـه   qباشد (فرض خلف). پس عدد صـحيح   p qi ضـرب   كـه حاصـل   جـايي  و از آنp p pn1 2    بـرpi 
pاي كـه   گونـه  وجود دارد بـه  qپذير است، پس عدد صحيح  بخش p p p qn i 1 2   اكنـون از تسـاوي .A p p pn 1 2 1   نتيجـه
pيم گير مي q p qi i 1  پس ،p (q q )i 1 بر  1گيريم عدد  . بنابراين نتيجه ميpi بـر هـيچ    1دانيم كـه عـدد    پذير است اما مي بخش

    پذير نيست. پس به تناقض رسيديم و فرض خلف باطل و حكم برقرار است.   عدد اولي بخش
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  ارز) هاي هم بازگشتي (گزاره هاي اثبات

ارز (يعني همواره هر دو درست يـا هـر    دو گزارة هم Qو  Pناميم. اگر  ارز (هم ارزش) مي هاي هم ها را گزاره اگر ارزش دو گزاره يكسان باشد آن
Pهاي  گاه گزاره دو نادرست) باشند، آن Q  وQ P  هر دو درست هستند و در نتيجهP Q  .يك گزاره درست است  

Pبه عكس اگر تركيب دوشرطي    Q گاه  درست باشد، آنP  وQ  ها را بدانيم، ارزش  ارز خواهند بود و اگر ارزش يكي از آن گزارة همدو
  توانيم درستي يا نادرستي يك گزاره را بررسي كنيم.  ديگري نيز همان خواهد بود و به كمك اين موضوع مي

a,b)تركيب دوشرطي    )a b a b3 3        درست است ولـي تركيـب دوشـرطي(a,b )a b a b2 2        درسـت نيسـت. زيـرا
aازاي  به 2  وb 2   گزارةa b2 2  درست است ولي گزارهa b باشد.  درست نمي  

  

  

  است؟   هاي دوشرطي زير درست  يك از تركيب ، كدامa,bاگر  
a الف)     b a b2 2     (بa b a b3 3    

aازاي  به» الف«درست است زيرا در گزارة » ب«گزارة    5   وb 0  گزارةa b  درست است ولي گزارةa b2 2 باشد.  درست نمي  
  

  

|هاي دوشرطي  تركيب   x | | y | | x | | y |2 2    و[x] x0 0 1    گاهي مواقع بـراي اثبـات يـك حكـم آن را بـه       باشند. درست مي
كه درستي آن براي ما معلوم باشد  دهيم تا به حكمي جا ادامه مي ارز با حكم اوليه باشد و اين كار تا آن كنيم كه هم تر تبديل مي حكمي ساده

  برسيم. 
  

  

aيك عدد حقيقي مثبت باشد ثابت كنيد  aاگر  
a

 1 2.   
aچون    0 ابتدا طرفين را در ،a كنيم. داريم: ضرب مي  

      

     
  
  

  باشد پس حكم ثابت شده است.   اي است كه همواره برقرار مي ارز گزاره حكم هم چون    
  

    ها كمتر نيست. ثابت كنيد ميانگين حسابي دو عدد نامنفي از ميانگين هندسي آن 
,xكنيم  فرض مي   y 0 در اين صورت بايد ثابت كنيم ،x y

xy2


سـپس   ،رسـانيم  ن كار ابتدا دو طـرف را بـه تـوان دو مـي    . براي اي
  كنيم. داريم: جمع مي xy4كنيم و در آخر طرفين را با  ضرب مي 4طرفين را در 

  
  
  

  
       

  

xثابت كنيد  z,y,xبراي سه عدد حقيقي   y z xy yz xz    2 2  تاب درسي)(مشابه تمرين ك   .2

    
    x y z xy yz xz x y z xy yz xz2 2 2 2 2 2 0             

   x y z xy yz xz2 2 22 2 2 2 2 2 0        
    (x xy y ) (x xz z ) (y yz z )2 2 2 2 2 22 2 2 0          

x)    همواره برقرار است.    y) (x z) (y z)2 2 2 0        
 

a a a
a

a a

(a ) SwH nHo¤oM ½nH¼μÀ

    

   

  

2

2
2

1 2 1 2
1 2 0
1 0

x y x xy y
xy xy

x xy y xy

x xy y

(x y) SwH nHo¤oM ½nH¼μÀ

    

   

   

  

2 2

2 2
2 2

2

2
2 4

2 4
2 0

0



 

16 
xyدو عدد حقيقي غيرصفر باشند و  yو  xاگر   0 ثابت كنيد ،yx

y x
   (مشابه تمرين كتاب درسي)  .2

xكنيم  فرض مي  
a

y
 كه  جايي باشد، از آنxy 0 بديهي است كه ،a 0 باشد. داريم: مي  

a      .همواره برقرار است       a a a (a )
a

2 2 21 2 1 2 1 0 1 0             
 

xثابت كنيد  yو  xبراي دو عدد حقيقي مثبت   y x y xy  3 3 2 2.  
    x y x y xy x y x y xy3 3 2 2 3 3 2 2 0         

   (x x y) (y xy )3 2 3 2 0     

   x (x y) y (y x)2 2 0     

   (x y)(x y ) (x y)(x y)(x y)2 2 0 0         

x)       همواره برقرار است.    y) (x y)2 0     
  

  



 

17    
  ارزند؟ هم n2و زوج بودن  nيك عدد طبيعي باشد، آيا زوج بودن  nاگر  .1
  ارزند؟ آيا دو گزارة زير هم .2

  قرار دارد. ABخط  روي عمودمنصف پاره Cنقطة الف)   
 يكسان است.   ABخط  از دو سر پاره Cفاصلة نقطة ب)   

xثابت كنيد  yو  xبراي دو عدد حقيقي  .3 y xy x y    2 2    (مشابه تمرين كتاب درسي)  .1
دو عدد گنگ باشند ولي  و  اگر  .4    گويا باشد ثابت كنيد    و  2 .(مشابه تمرين كتاب درسي)  گنگ هستند 

  عددي گنگ است.   5با استفاده از برهان خلف ثابت كنيد  .5
aدو عدد حقيقي باشند، با استفاده از اثبات بازگشتي درستي رابطة  bو  aاگر  .6 b( b)  2 1   را بررسي كنيد. 2
   يك از احكام زير درست است؟ احكام درست را اثبات كنيد و براي رد احكام نادرست يك مثال نقض بياوريد.   كدام .7

  تر است.   هميشه از آن عدد بزرگ توان دوم يك عددالف)   
  است.   8ضرب دو عدد صحيح زوج متوالي مضرب  حاصلب)   

2ثابت كنيد  .8   عددي گنگ است.   3

  عددي گنگ است.   log52ثابت كنيد  .9
n ،nآيا به ازاي هر عدد فرد  .10 2  پذير است؟ بخش nبر  2
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  شود درستي ديگري را نتيجه گرفت. ارز هستند و از درستي هر كدام مي بله ـ زيرا هر دو گزاره هم .1

  

  توان درستي ديگري را نتيجه گرفت.   بله ـ زيرا هر دو حكم معادل هستند و از درستي هريك مي .2
  

x  توان نوشت: با استفاده از اثبات بازگشتي مي .3 y xy x y x y xy x y2 2 2 21 1 0              
      x y xy x y      2 22 2 2 2 2 2 0 

   (x xy y ) (x x ) (y y )2 2 2 22 2 1 2 1 0          

x)       همواره برقرار است.    y) (x ) (y )2 21 1 0       

  

كنيم  فرض مي الف) .4  .(فرض خلف) عددي گويا باشد  
  ( ) ( )

( ) ( )2 2
     

           
كه  جايي از آن   و  ها نيز عددي گوياست بنابراين  گويا هستند بنابراين نصف تفاضل آن باشد كه بـا فـرض    عددي گويا مي

  مسئله در تناقض است بنابراين فرض خلف باطل و حكم برقرار است.  
2كنيم  فرض مي ب)  ض خلف)عددي گويا باشد (فر.  

    ( ) ( ) ( )2 2                   
كه  جايي از آن   2و   ها نيز عددي گوياست پس  گويا هستند بنابراين تفاضل آن  باشد كه با فرض مسـئله   نيز عددي گويا مي

  در تناقض است بنابراين فرض خلف باطل و حكم برقرار است.
  

وجود دارند به طوري كه نسبت به هم اول باشند و  bو  aعددي گويا باشد (فرض خلف). در اين صورت اعداد صحيح  5كنيم  فرض مي .5
a
b

5  در نتيجه .a

b

2
25  باشد پس  ميa b2 25گيريم  . بنابراين نتيجه ميa2   كـه   جـايي  اسـت و از آن  5مضـربa     عـددي صـحيح اسـت

a  باشد. داريم: مي 5نيز مضرب  aبنابراين  k k b b k2 2 2 25 25 5 5      

باشد كه با فـرض مسـئله (اول    مي 5نيز مضرب  bعددي صحيح است بنابراين  bكه  جايي است و از آن 5مضرب  b2گيريم  اكنون نتيجه مي
  ) در تناقض است بنابراين فرض خلف باطل و حكم برقرار است.  bو  aبودن 

  

6.     a b( b) a b b2 2 21 2 1 2 0         

a     همواره برقرار است.   (b )2 21 0     
  

xنادرست ـ اگر  الف) .7
1
2  باشد در اين صورتx x2   .است 

x    ب)  q , y q , q xy q( q ) q(q ) q

q

         


2 2 2 2 2 2 4 1 8
2  

  
2كنيم  فرض مي .8 3       عددي گويا باشد (فرض خلف). در ايـن صـورت اعـداد صـحيح و غيرصـفرa  وb    طـوري كـه    وجـود دارنـد بـه

a
b

2 3  :باشد. داريم  

    a a a a a
b b bb b

2 ·H¼U ¾M ¸ÃÎoö
        

2 2
2 2

2 2 2 23 2 3 2 1  

  
b

a a b a ba
b abb

´Ã¹¨Â¶ Joò nj Hn ¸ÃÎoö    
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2  



 

19  
 .عـددي گنـگ اسـت    2دانـيم   كه مـي  عددي گوياست درحالي 2گيريم  باشند نتيجه مي اعداد صحيح غيرصفر مي bو  aه جايي ك از آن

2بنابراين به تناقض رسيديم و فرض خلف باطل است. پس  3   .عددي گنگ است  
  

aطوري كه  وجود دارند به bو  aاعداد طبيعي  صورت عددي گويا باشد (فرض خلف). در اين log52كنيم  فرض مي .9
log

b
52  داريم: .باشد  

    
a

a b ablog
b

    52 5 2 5 2  

باشـد. بنـابراين سـمت چـپ      به هر تواني برسد حاصل عددي زوج مي 2به هر تواني كه برسد حاصل عددي فرد است و عدد  5دانيم عدد  مي
  عددي گنگ است.   log52عددي فرد و سمت راست عددي زوج است، به تناقض رسيديم بنابراين فرض خلف باطل است و 

  

nازاي  خير ـ به .10 9  92مقدار 2 510   پذير نيست.  بخش 9بر  
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 توان به روش برهان خلف انجام داد؟ اثبات كدام قضيه را نمي .1

  گنگ است. 5عدد  )1  
  توان رسم كرد. از يك نقطه فقط يك خط موازي خط مفروض مي )2  
  د.توان بر خط مفروض عمود كر در يك صفحه از نقطة مفروض فقط يك خط مي )3  
  يك واحد بيشتر است.   8مربع هر عدد طبيعي فرد از مضرب  )4  

 كنيم.  استفاده مي ...............از » است. 3نيز مضرب  nگاه  باشد آن 3مضرب  n2عددي طبيعي و  nاگر «حكم  ............... براي .2

  رد ـ برهان خلف )4  رد ـ مثال نقض  )3  اثبات ـ برهان خلف )2  اثبات ـ مثال نقض )1  

 كدام گزينه يك مثال نقض است؟» ضرب دو عدد اول به علاوة يك، همواره عددي زوج است. حاصل«براي حكم  .3

  1( ,5 7   2( ,11 7  3( ,2 17  4( ,4 17  

 توان با مثال نقض رد كرد؟ كدام گزينه را مي .4

  الاضلاع است.   هر مستطيل يك متوازي )2  ارتفاع هر مثلث داخل مثلث است. )1  
xاگر  )3   1  ،باشدx2 1 .اگر  )4  استx  ،باشدx x2 1   .مثبت است  

 كدام گزينه صحيح است؟ .5

    رود. مثال نقض در حقيقت براي رد قضاياي كلي به كار مي )1  
  اقع نوعي مثال نقض است.  برهان خلف در و )2  
  توان براي اثبات قضاياي كلي استفاده كرد.  از مثال نقض مي )3  
  توان براي اثبات قضاياي كلي استفاده كرد.  از برهان خلف مي )4  

 كدام گزينه درست است ولي عكس آن درست نيست؟   .6

a2اگر  )1   9ه گا ، آنa 3.     
abاگر  )2   0گاه  ، آنa 0  ياb 0.   

    گنگ است. bگنگ يا  aگاه  عددي گنگ باشد، آن abاگر  )3 
  عليه مثبت دارد.  مقسوم فقط دو aگاه  اول باشد، آن aاگر عدد طبيعي  )4  

 عكس كدام گزينه درست است؟   .7

  اگر يك چهارضلعي مربع باشد، چهارضلع آن با هم برابرند. )1  
  باشد.  ربع نيز ميمهارضلعي مستطيل باشد، اگر يك چ )2  
  اگر يك چهارضلعي مربع باشد، دو قطر آن با هم برابرند.  )3  
  اگر يك چهارضلعي مربع باشد، دو قطر آن بر هم عمودند.  )4  

5«براي اثبات اين كه  .8  م استدلال رياضي استفاده كنيم؟بهتر است از كدا» عددي گنگ است. 3

  اثبات بازگشتي )4  برهان خلف )3  مثال نقض )2  روش اشباع   )1  

pاگر «كدام گزينه مثال نقضي براي گزارة  .9 4  باشد؟ مي» نيز اول است. pاول باشد،  1

  1( 13  2( 17  3( 29  4( 45  

 باشد؟ مي» حاصل جمع هر دو عدد گنگ مثبت، عددي گوياست.«كدام گزينه مثال نقضي براي گزارة  .10

  1( ,2 3 2 3    2( ,3 3 3 3   3( ,5 2 5 2     4( ,2 1 2 1    
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